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Planteamiento del problema: CASO FIR

x(n) x(n-1) B x(n- 2) B x(n -M+1)

ﬁzliz | :

$€i _ @ @i o

y(n)U e(n)
e Entrada: X, = [x(n), x(n—1),...,x(n—M + 1)]T
. B T
e Coeficientes: W= [WOM»---,WM—l]
e Salida: y(n)= ZX(H ~iw;=x, w=w'x,
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Funcion de coste I

o Error: e(n)=d(n)—yn)=dn)—x,’ w

e La estima de minimo error cuadratico medio (MMSE), es la
solucion que minimiza

J(w) = E[e* (n)]

e Desarrollando la funcion de coste se obtiene

J(w)=E[d*(n)+w! x,x]w-2d(nyw! x,]

J(w) = E[a’z(n)]+ wTE[xnxg]w —2wTE[d(n)xn] = O'C% + wTRxw —2pr

o
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e Siendo R,

R, = E[xnx,{]:

o

Funcion de coste 11

E[x(n)x(m)]
E [x(n — l)x(n)]

| E[x(n—M +1)x(n)]

- R.(0) Ry (1)
R, (D Ry (0)

R(M-1) R(M=-2) ..

la matriz de autocorrelacion de la entrada

E[x(n)x(n — 1)] .. E[x(n)x(n — M + 1)]

. R.(M-1)]
Rx(M_z)

Ry (0)

IM <M

E[x(n—1)x(n—M +1)]

. E[x(n—M +D)x(n—M +1)]]

MATRIZ TOEPLITZ

T~

M es la longitud del filtro FIR

Hemos tenido en cuenta que R, (k) =R (-k)
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Funcion de coste 111

e p es el vector de correlacion cruzada entre la entrada y la
salida deseada

E[d(n)x(n)]

p= E[d(n)xn ] _ E[d(”)?c(” - 1)]

| E[d(n)x(n—M +1)]|

e Por ejemplo, para un filtro con dos coeficientes, la funcion de
coste seria

Jow) o+ Wl)(Rx«» Rxa)][woj_z(% Wl{pm)j
R RO\w p(-D

J(w) =2+ (w +w )R, (0)+2wyw, R, (1) = 2w, p(0) — 2w, p(~1)
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Filtro de Wiener

e La funcion de coste es cuadratica en los coeficientes del filtro

l

Solucion unica (filtro de Wiener)

V. Jw)=

=2R w-2p=0

oJ A oJ }T _ oy +w' Rw=2w'p)
ow

ow, ow,  Ow,

Ec'snormaless Rw=p mmmp |w =R p

{Qué pasa si R, es singular?

e Sustituyendo la solucion en la funcidon de coste se obtiene el error
cuadratico medio minimo

2 T
J(Wopt) =04 =P Wopt

o
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Ejemplo 1

e Igualacion de un canal de comunicaciones digitales

canal I"(I’Z)
S(i’l) ruido x(n
h —o RN

simbolos -

1gualador

~

retardo

d(n)=s(n —\a’)
y(n) A e(n)
P——

Para resolver tedricamente el filtro de Wiener son necesarios los
estadisticos de sequndo order del problema, en concreto hay que

conocer:
— 1.- Modelo estadistico de la senal de entrada: i.i.d BSPK {-1,+1}.
— 2.- Modelo estadistico del ruido: AWGN de media cero y varianza o

— 3.- El canal h.




Ejemplo 1

e Para el modelo considerado:
R (k) =R, (k)+0.5(k) con Ry, (k)=h(k)*h(-k)

p(=k)= E[S(n —d)x(n— k)] —

= E{S(n — d)(z h(r)s(n—k—r)+r(n- k)ﬂ =h(d —k)

e Ecuaciones normales:

R, 0)+c> R, ... R,(M-D[ w | [ A
R, (1) R,(0)+o; ' RM=2)| w h(d —T)

'R, (M-1) R,(M-2) ... R,(0)+c] || wy_,| [Md-—M+1)




SNR =20dB
M =15
d="7

h=[03 -0.7 0.6 0.2]

|
|
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Ejemplo 1
e Fichero: Wiener_eq.m
Wiener filter (blue), original BPSK (red)
T 1IN Imen nn
r=[03 -07 06 02] .
SNR =20dB " ( “
M =15 |
d=0 -0.4- e P/W
BRI
NG /
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JPor qué es necesario un retardo?

e Suponemos una situacion sin ruido y un canal causal y estable.

e Si el canal es de fase no minima (alguno de sus ceros fuera del
circulo unidad) el inverso estable es no causal.

h[n]

n=0
e Si no incluimos un retardo, la
aproximacion del filtro de Wiener

al inverso del canal sera muy
mala:

e Si permitimos un cierto retardo:

o
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Estima del filtro de Wiener 1

e En un caso practico no se conoce el canal ni la varianza de ruido,
tan sdlo se conoce la senal deseada s(n), en un intervalo n=1,...N.
(Secuencia de entrenamiento).

e Por ejemplo, en GSM

3 tail bits

: : : 8.25 bit guard period
| signaling bit

/I'.HLL-aIinp, t|:1}‘|,‘

26 bit training
soquence

0.577 mseq. —
R, =270.833 kb/s

Mormal Burst 57 data bits 57 data bits

A

Hay 26 simbolos conocidos por el receptor
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Estima del filtro de Wiener 11

N
e La matriz de autocorrelacion se estima como R = %Z X x
1 N
e La correlacién cruzada ﬁZs(n)xn
n=1
e Si queremos incluir un retardo d
] & 3 1 T
~_ R = —Zx X
= S\n)XxX + X n+d “¥ n+d
e El igualador éptimo bajo un criterio MMSE es

w,,=R'p “Direct Matrix Inversion” (DMI)

o )
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Ejemplo 2 Fase minima
I —¢. -
e Fichero: Wiener_eq_est.m h [1 3 0'6] SNl = 29 ¢l
M =5 d=0 N=50
1.4546  -0.4800 0.6000 0 0 i © 0.9450"
-0.4800 1.4546 -0.4800 0.60 0 0 0.2623
R _=| 0.6000 -0.4800 14546 -0.48 0.6 »=|0 W, =| -0.4150
0 0.6000 -0.4800  1.4546 -0.4800 i 092117
|0 0 0.6000  -0.4800 1.4546 | 0| | 0.1013
[ 1.4734 -0.5413 0.5827 -0.0655 -0.0346 | [ 1.0065] [ 0.9380]
-0.5413  1.4650 -0.5400 0.6066 -0.0770 -0.0415 0.2521
R =| 0.5827 -0.5400 14738 -0.5518 0.5925 p=[-0.0430| w,, =|-0.4275
-0.0655 0.6066 -0.5518 1.4132 -0.5050 -0.0188 -0.2074
\ -0.0346 -0.0770  0.5925 -0.5050 1.4253 | -0.0508 | 0.1050 |
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Ejemplo 2

rico (azul), estimado (rojo)

¥

|

|




Principio de ortogonalidad I

e El filtro de Wiener se puede también derivar a partir del principio
de ortogonalidad: EL ERROR ES ORTOGONAL A LOS DATOS.

Ele(n)x, 1= ELx, (d(n)~ xIw)] =0

E[x,d(n)] = E[x,x[Tw ™

[ | 1 =,

:R_lp

X
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Principio de ortogonalidad II

o Interpretacion geométrica

d@/ e(n)

e Corolario: el error es ortogonal a la salida estimada

Ele(nyw'x 1=w"E[e(n)x,]=0




-

Superficie de error 1

e La funcion de coste es un paraboloide con un Unico minimo

Jw)=c,+w' Rw-2w"p

e Si consideramos un filtro de 2 coeficientes

J(w) =0 +(w, wl)(

A b
ro 1w p(=D
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Superficie de error 11

o El eje del paraboloide es perdendicular al plano J(w)=cte.

e Elminimoestien w,_, =R 'p
e Su orientacion y forma dependen exclusivamente de R,
e La funcion de coste puede escribirse como

J=J_ +(w-w_) R(w—w

opt ) opt )

~T ~ . —~
J=Jn TW RW siendo wW=w-—w
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Superficie canonica I

e w=w-w__ define una traslacién: el minimo de la funcién de

coste esta ahoraen w,, =0

J(w) J(w)

0.7858

Wopt( 1)

-2

w,,(0) = 0.8360




-

Superficie canonica 11

e La matriz de autocorrelacion puede escribirse en términos de

sus autovectores y autovalores como

R, =0AQ" =[q,

J=J__+w QAQ"W

9|

o
1o 4,
0

0

0
Ay

0

M
=> 44
i=1

e Definimos ahora los vectores transformados (linealmente)

v=0"w
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Superficie canonica III

e Se obtiene asi la forma o superficie candnica

J:Jmi

n

M
+v Ay =) ﬂk‘v,f‘
i=1

v=0"w

S
!
b

e Las direcciones en el espacio transformado (candnico) estan
alineadas con las direcciones principales del paraboloide.

e La excentricidad depende de los autovalores.
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Un ejemplo

Matriz de autocorrelacion R

o Autovalores y autovectores

-

1
L=1=v =—1(1 -1)

R —AI=0=1 \51
22:3:»1;2:3(1 1)

\

X

2
1

i

; 11 1
szQAQ 25(

-1 1

Lo il 7

Superficie de error:

2

J(ﬁ;) = Jmin + (WO WI {1

A2 ~ ~ ~2
=2wW; +2wyw, + 2w,

Variables acopladas

Superficie canonica:

Variables desacopladas @ R

Vo




Caso general

2

e Matriz de autocorrelacion R, :( > mzj = A:((IH)U 0 ZJ
ro o 0 @, r)y
siendo r= Rx((O)) el coeficiente de correlacion.
r=0 r=0.3 r=0.7

Dispersion de autovalores:

e Un valor alto indica mal

autocorrelacion.
\_

1+7

min 1—7F
condicionamiento de

Ammgz

la matriz de
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Estimacion lineal vs. no lineal

e Hemos visto hasta ahora que el filtro de Wiener es el estimador
LINEAL que minimiza el MSE

7 T -1
d(n) = wopt xn con wopt = Rx p
Es necesario conocer los estadisticos de segundo orden.

o El estimador que minimiza el MSE es, en general, no lineal y se
obtiene como

d(n)=E[d(n)| x,]

Es necesario conocer: Jax (d(n)[x,)




Estimacion lineal vs. no lineal: ejemplo

equiprobables  AWGN

s(n)e {+ 1,—1}

—

hO

Est. lineal
h S(n) w,, (1)
o T o
l r(n)
ISEC

Est. no lineal §(n):tanh[

| byl o7 tanh(-) B

&
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Algunas extensiones

~

e Hasta ahora nos hemos concentrado en el caso del filtrado optimo
FIR con secuencias reales.

e A continuacion extendemos las ideas expuestas sobre filtrado

optimo a

<

—

1.- Filtros IIR (no causales)
2.- Filtro TIR (causales)

3.- Filtros FIR complejos

N—




Filtro de Wiener IIR
d(n)
x(n) W J(n)
n i e(n)
w %0 —0 <N <o

n

e La salida del filtroIIR es y(n) = Zwkx(n—k)

k=—w

e El principio de ortogonalidad sigue siendo valido

min E [62 (n)]:> E[e(n)x(n-l)] =0 -0 <[ <o
Ec's Normales: ) w,R..(I—k)= p(]) —0 <[ <o
k=—o0

o
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Filtro de Wiener IIR

e Es posible escribir la solucion en el dominio de la frecuencia:

W () = —ixd ((Z;

e Para el problema de igualacion/deconvolucion visto anteriormente

_ Sy (w) _ H(Cf))*

l r(n)

e Sino hayruido: W(w)= :S;dég N ‘igz;‘z - H(lw)

El filtro de Wiener es el filtro inverso (en general, IIR no causal)

o

W(w) = —
SNy RN O I e G B PSR PP

)
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Filtro de Wiener IIR (causal)

e Es posible también obtener el filtro éptimo IIR causal
DY wR.(I-k)=pl) 120
k=0

e La solucion de este problema es algo mas complicada

S (2)=070(2)0(z™) O(z)  es fase minima

e Entonces:

W(Z):|:Sxd(_zl)} 21
Qz7) |, 0.0(2)

b Parte causal
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Filtro de Wiener complejo

e En el caso de secuencias complejas (filtro FIR)
M-1
y(n)= Zx(n —i)w:k =w'x
i=0

H denota hermitico (conjugado y transpuesto)

e La solucion del filtro 6ptimo sigue siendo

wopt = R;lp
. 1 &
pero ahora R _=E[x x, ] R, = ﬁzxnx;’{
* A
p=E[x,d (n)] p= ﬁand (n)
n=I
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Filtrado lineal optimo con restricciones

e En ciertos problemas de comunicaciones, por ejemplo en
conformacion de haz (“beamforming”), es necesario minimizar el
MSE sujeto a un restriccion lineal.

-xl (n)

o

Senal deseada

8, Sumador

ei
Sefal interfe en’te/

minimizar E[| y(n)P1=w"R.w s.t. w's(0,)=g

o )




Modelo de propagacion

s1() =50t —7(0)) so(t)

d sen(0)
c

El retado entre dos elementos del array es  7(0) =
Hipotesis: onda plana, banda estrecha, array equiespaciado:

SO (t) — u(t)eja)ot — S] (f) — M(f —T(&’))eja)ote_ ]0)02'(9) ~ u(t)eja)ote_ ]C()OT(@)

-~ [ o J
: —]27{]62’ sen(6) 4o
s1(8) =5 (z)e—Ja)or(H) = so(0)e c 5o (0)e I sen(6)
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“Linearly constrained minimum variance” (LCMV
Yy

e PROBLEMA:
minimizar E[|y(m)[']=w"Rw  st.  w's@,)=¢g

S|end0 S(HO)Z(I e—jé’o e—j(M—l)HoY

e Aplicamos el método de los multiplicadores de Lagrange
J(w)= wHRxw + A, (RG(WHS(90 ))—gR)+ A, (Im(wHS(¢90 ))— gl)

Jw)=w"R w+ Re(/I* (WHS(QO)— g))




4 )

“Linearly constrained minimum variance” (LCMY)

e Tomando derivadas e igualando a cero
A A
VJ=2Rxw+7s(6?0) =0 =) W, ——ij s(0)

e Para obtener el multiplicador de Lagrange

A ] 28
150 =g=-=5"(0)R,'s(0,) mmp A=-
wopts( =g 2S (6,)R, s(6,) SH(QO)R;S(%)

e El LCMV o0 “Minimum variance distorsionless response” (MVDR)
beamformer es

g*R;IS(‘go)
Wor =1 =l
s (0,)R,s(6,)
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MVDR Spectrum

e Tomando g=1, la potencia minima a la salida del conformador es

|
Jmin = H -1
s (6,)R,s(6,)

que mantiene la respuesta (potencia) en la direccidn
g, Mminimizando el resto.

e Considerando la expresion anterior como funcion de la frecuencia
espacial & , o temporal o

S(w) = I “MVDR spectrum” o

s" ()R, 's(e) “Capon spectrum”
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Ejemplo LCMV

e Programa: Lcmv.m

 -Sefial QPSK deseada en g, = —20°

-Interferencia 1 en 6,=20° con SIR=-10 dB

< -Interferencia 2 en 6,=-60" con SIR=-15 dB

-Ruido gaussiano y espacialmente blanco con SNR=0 dB

-Array lineal con M=10 elementos, separacion entre
\__ antenas d=2/2.
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N=25 “snapshots”

Una realizacion

Ejemplo LCMV

10 realizaciones ind.

[

\

Ji T

N
N\ /A
\

\

/

\

"

V

V

—
\/
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Ejemplo LCMV
N=250 “snapshots”
Una realizacion 10 realizaciones ind.
/ //'\‘\ = \DN
~ N ‘ N
\ Y |/ \ \U/
|
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Filtro adaptado estocastico I

e Otro problema filtrado Optimo que aparece frecuentemente en
comunicaciones es el siguiente:

v(n)

¢Cual es el filtro que
s(n) & x(1) I w y(n) maximiza

la SNR a la salida?

e Potencia de sefal a la salida del filtro:  w”Rw
e Potencia de ruido a la salida del filtro: ~ w"R,w

o . w’'R w
SNR maxima = maximizar SNR=——°

H
w'Rw
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Filtro adaptado estocastico 11

e Si suponemos que el ruido es blanco R =c’1
_ 1 w’Rw
maximizar SNR = ———
o, W'w

e El problema es equivalente a

H
W Rw s.t. wiw=1

maximizar

H
w w

e La solucion es el autovector correspondiente al maximo autovalor

de: R,
=S i ﬂ“max
Wor =qmax ~ SIENAO Ry = Anllmax Y 1@ SNR,, =—%
O

v

e Puede verse como un filtro adaptado estocastico, también se
denomina en la literatura “eigenfilter”.

o




Conclusiones

El filtrado lineal optimo (filtro de Wiener) aparece en multitud de
problemas de comunicaciones.

Su obtencion requiere conocer (o estimar) los estadisticos de 2°
orden.

El filtro de Wiener extrae de la entrada la parte correlada con la
senal deseada (si p=0, w=0).

La senal de error resultante esta incorrelada con la entrada (y
con la salida del filtro): Principio de ortogonalidad.

Minimizacion del MSE sujeto a una restriccion lineal (LCMV).

Maximizacion de la potencia de salida sujeto a una restriccion
cuadratica (“eigenfilters”).




