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1. Uporaba integriranja za reSevanje diferencialne ena¢be nihanja

Ceprav je mogote s programskim paketom Mathematica reSevati diferencialne enalbe s posebnim
ukazom (ki je bil ze prikazan in ne preveC uspesno uporabljen v prejSnjem podpoglavju, ter bo Se
posebej prikazan v naslednjem podpoglavju), je nekatere enostavne diferencialne enaCbe mogoce
reSevati tudi z integriranjem.

Zgled bo tako, predvsem zaradi demonstracije moznosti integriranja, izveden na primeru reSevanja
diferencialne enacbe neduSenega lastnega nihanja linearnega sistema, ki je matemati¢no enake oblike
kot prva izmed dveh navadnih diferencialnih enacb, ki nastaneta po locitvi funkcij, katerih produkt
predstavlja reSitev parcialne diferencialne enaCbe (poglavje II.1). Taka diferencialna enacba pa ni
vezana zgolj na iskanje pre¢nega pomika, temve¢ ima mnogo bolj splosno uporabnost.

Ker so za reSitev diferencialnih enacb potrebne neke informacije o stanju sistema ob nekih Casih,
predpostavimo, da gre za sistem, ki se na zaCetku premakne iz ravnoteZne lege za nek pomik, npr. u,,
ter nato spusti, da iz mirovanja (U,= 0) prosto niha. Diferencialna enalba takSnega sistema se zapiSe

(ne glede na zacetne oz. robne pogoje) kot
m@M+k=0

kjer sta m in k masa in togost sistema, u=u(t) pa iskani pomik, ki je seveda funkcija ¢asa. Zveza
povealje paspesek in pamik sistemater se lahko zapiSe tudi kot:
m = -k
0=-Xw=-?m
m

ki direktno podaja pospesek kot funkcijo poloZaja (upoiteva se znana zveza &’ = E)' Ker pa je

pospesek odvod hitrosti po €asu, sledi zveza:
W
dt

Nato se uparabi pravilo zaporednega odvajanja, kar vod do:
% U:%lﬂ:%m:_wzm
dt du du dt du

Logitev spremenljivk vodi do integrabilne zveze (ob vpeljavi zapisa U =V):
u ey = —w” [ [du
v [dlv = -« [W [du

Integradja leve strani tako vodi do (ker bo z rezultatom Se potrebno operirati, je smiselno, da se ga
shrani v neko spremenljivko):
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In[1]:== 1lewva = Integrate[vr, vr] j
Tt [1] v j
it = —

2

Integrirati pa je potrebno Se desno stran in updtevati, da Mathematica pri integraciji ne zaiSe
integracijske konstante avtomati¢no. Zato jo je potrebno dodati posebej, npr. C1 (pri tem je popdnoma
vseano, na kateri strani enacbe se pripise):

In[z]= desna = I]'d:m_:|'|:'atla[—l:.]2 u, u] +C1 j

1.].i I'.l.li
otz CL - . j

Izenacitev leve in desne strani sedaj predstavlja zvezo, ki poveze hitrost in poloZaj sistema:
2 2 2
Vi_c_u (4o

2 2

Ce se zeli integracijska konstanta dologiti sproti oz. na tem nivoju analize (ko je torej podana zveza
med pomikom in hitrostjo), je tako potrebno poznati informacijo o neki hitrosti ob pripadajoem
poloZaju (druga moZnost je seveda pridobitev konéne informacije o pomiku u(t) ter Sele nato vstavitev
vseh informacij ter dologitev vseh integracijskih konstant), kar je v obravnavanem primeru znano.
Tako kot je to tudi najbolj obi€ajno, je ta informacija namre¢ sedaj znana na za¢etku gibanja. Znano je
namre¢, da se sistem na zaCetku (t=0 s) premakne za nek odmik, npr. up iz ravnoteZne lege, nato pa se
sistem iz mirovanja spusti (v=0), da prosto niha. Tako je konstanto mogo&e izraunati iz (ene) enacbe z
(eno) neznanko z ukazom Solve[enacha, neznanka], Ceprav je ukaz sposoben reSevati tudi sistem
enacb:

Infz]:= Solwve[leva:--desna f. {u—ul, vr— 0}, C1] j

oar {{e1- 220 ) ]

Z opcijo /{u—u,, V-Vo} je bilo programu ukazano, naj zgolj pri izenaitvi leve in desne strani
upciteva, da je u=u, ter v=v, (torej robna pogoja). Ceprav je vrednost konstante sedaj znana, njena
vstavitev v enacbo ne prinese nikakr$nega napredka (saj gre zgolj za konstanto), ampak zgolj razri
zapis reitve (kar pa lahko posledi¢tno Mathematici povzro¢i dodatne ovire). Ker je (zaradi
enostavnosti izraCuna) smiselno ohranjati ¢im kompaktnejsi zapis, se vrednost izraCunane konstante
zato shrani v neko spremenljivko (katere ime se lahko izbere dovolj asociativno), njena vstavitev v
zvezo pa se zgolj zacasno odlozi:

In[4]= c1=C1f. %[[1]] j
un? ol j
Ot [4]=
b

Ukaz v spremenljivki c; (ki seveda ni ista kot Cy, ki Se naprej ostaja nedefinirana) shrani vrednost za
konstanto Cj, izraGunano v prejsnji vrstici. Ce pa bi se zapisalo ¢;=%, bi Mathematica ne shranila
zgolj vrednasti reSitve, ampak cdoten izraz reSitve, torej z oklepaji vred.
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Iz zveze med hitrostjo in poloZajem je sedaj (za potrebe integriranja) potrebno eksplicitno izraziti
hitrost kot funkcijo polozaja:

Inf5]:= Solwve[leva == desna, vr] j

owpe {foo 7 Jer- B2 fooyz fo 22 j

Realltata je mogoce $e nekoliko poenostaviti:

n[E]= Simplify[%] ]

Ot [f]= {{v_}_w'zcl-ufwi},{v-n.l'zm-ufwi }} j

Uposteva se drugi, torgl pozitivni izrazin z ukazom se torej kot vrednost spremenljivke upcsteva druga
reSitev:

InFl= vr=vJS. %[[2]1] j

o[l 4 2 C1 - uf wt j

kamor se sedaj lahko vstavi Ze znana in izraCunana vrednost konstante Cj:

infE]= Simplify[v /. €1 cl] ]

Ot [8]= y'{ (-uf +uldy of j

Da se izpod kaena eliminira vrednast w’ (Mathematica izrazov pod koreni namred ne nadomeita
avtomati¢no z vrednostjo njihovega korena), se uporabi ukaz Power Expand[izraz] :

inf@]= ¥ = PowerExpand[%] ]
Outal= o —uf +ul® w j

Sedaj dobljena zveza se v standardnem matemati¢nem zapisu zapiSe kot:
v=wh/-u*+u,’

Ker paje hitrost odvod poloZaja po ¢asu, sledi:

du 2 2
— =wh/-u“+u
dt °

in lo€itev spremenljivk

du —dt

wG/-u?+u,’

vodi do integrabil ne zveze. V Mathematici se tako zapise:
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In[10]:= du = Full5implify[1 /S vr] j
l j
ut[10]=
af —uf yund w

Ukaz FullSmplify[izraz] je podoten az. v bistvu razSirjen ukaz Smplify[izraz], sa za poenostavitev
izraza uporabi §irSo mnoZico vgrajenih (in uporabniku sicer nevidnih) transformacij, s katerimi
poskusa doseci poenostavitev izraza. Integral leve strani je tako:

In[11]:== Integrate [du, u] j
Arn:Tanl mf tyat? ]
uf aand
out[i1]= -
o

ki pa ga je mogoCe Se poenostaviti:

n[12= Simplify[%] ]
ArcTan [ . ]
ut[12]= { ataat?
ol

Integral desne strani je mogoce izvesti kar direktno lrez uparabe ukazalntegrate[] in je enak Casu t.
Tako sledi zveza, ki povezuje poloZaj in ¢as (na eni strani je potrebno dodati Se integracijsko
konstanto). [z nje je mogoce izraziti polozaj U kot funkcijo Casa t:

(3= Solwve[t == %+C2, u] ]

ut[13]= {{u—} -

1l Tan[ (CZ - £) w] }{u_} 10 Tan [ (C2 - £ w] }} j
A1 +Tan[(CZ - £ w]® A1+ Tan[ (CZ-t) w]d

ResSitvi se ngjprej poenostavita z ukazom Smplify[]:

L

n[4]= Simplify[%]

Dut[14]= {{u_}_ ul Tan[ (CZ - £) w] } {u_} ul Tan[ (CZ - £ w] }}

| T |

W Eec[(C2-t) w]? A Sec[ (L2 - t) w]?

$e boljsi u¢inek pa se doseZe z ukazom Power Expand[] :

n[5]:= PowerExpand[%] ]

Out[15]= §{u— —ul Sin[ (CZ -t w]}, {u—uld Sin[(CZ - €] w] 1} 3

Sedaj je kon¢no mogoce definirati funkcijo, ki podaja polozaj kot funkcijo ¢asa:
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n[6]= wlt 1 =wu/. %[[2]] ]
Out[16]= U0 3in[(CZ2 - £) ] 3
Dokocna reSitev pa bo jasno znana in uporabna $ele, ko znana tudi vrednost konstante C,. Spet se

upaabi informadja, da se sistem na za¢etku (t=0 s) premakne za odmik u, iz ravnotezne lege, kar vodi
do:

In[17]:= Solve[u[0] == ud, C2] ]
Solwve:tifun @ Inwerse functions are being used
by Solve, so some solutions may not be found.
T
Out[17]= {{cz-} —}}
20 |

Ker je sinus periodi¢no ponavljajo¢a se funkcija, Mathematica opazori, da ngjdena reSitev ni nujno
tudi edina moZna (kar je tudi korektno in resni¢no).

Vrednost konstante C; je tako:

In[ig]:= C2 = C2 F. %[[1]1] j

out[1g3] ——
Er.l.l

kar vodi do kon¢ne re§itve problema:
n[ie]= u[t_] = Simplify[u[t]] ]

Out[19]= 1l Cas [t w] 3

O pravilnosti reSitve se je mogoCe najenostavneje prepricati tako, da se reSitev vstavi v zaCetno
informacijo, torej v diferencialno enafbo gibanja:

nEo)= w' ' [E] + o0 u[t] ]

Qut[z0]= 0O 3

kar o¢itno pdrdi korektnost resitve.

Zgled je prikazal moZnost uporabe integriranja za reSevanje diferencialnih enalb. Ceprav je za
reSevanje takSnih enacb na voljo ustreznejSi ukaz, ki privede do enake reSitve na precej elegantnejsi
nacin, leZi pomen tega zgleda v prikazu moZnost uporabe razli¢nih orodij za poenostavitev rezultatov.
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NALOGA ZA SAMOSTOJNO DELO

1. Resi stabilitetni problem prostoleZecega nosilca (resi diferencialno enaCbo in pois¢i Eulerjevo

kriti¢no uklonsko silo).

Diferencialna ena¢ba stabilitetnega problema je:
Elv"(x)+P,, ¥(x)=0

RESITEV

Namig: pri reSevanju upaabi ukaz ExpToTrig[izraz]

| G2
Kriti¢ne sile P, =n? E-IE—

ukl,n 2
L

pripadajoce upogibnice
L Eﬁ;inB@B
vy(x)= e v, (x)

20t
oziroma
L&inB@E
1) o oL C

201t
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