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1. ReSevanje diferencialnih enacb s programom Mathematica

Tudi navadne diferencialne enaCbe se programskim paketom Mathematica reSujejo z ukazom
DSolve[diferencialna enacba, funkcija, neodvisni parameter]. Mathematica paskusi poiskati reSitev v
analiti¢ni obliki, zapiSe pa tudi neznane (integracijske) konstante v obliki C[1], C[2],.... (ki jih pri
nedoloCenem integralu ne zapise).

Mogoce pa je, hkrati z diferencialno ena€bo, podati tudi potrebne informacije (robre pogoje), ki
omogocajo zapis reSitve brez neznanih konstant.

ResSevanje diferencialnih enaCb bo prikazano na dveh primerih, za iskanje neduSenega in duSenega
odzivalinearnega sistema.

2. ReSevanje diferencialne enacbe lastnega nedusenega nihanja

Ker se bosta reSitvi neduSenega in dusenega nihanja poiskali v isti datoteki (zaradi njune primerjave),
se zato v novo datoteko (notebooK) npr. najprej zapiSe v prvo vrstico naslov sekcije NeduSeni odziv,
nato pa se z ukazom Format/Style/Sedion spremeni iz navadne vhodre vrstice v naslov sekcije. Vse
celice te sekcije so nato objete z dodatno vertikalno ¢rto na desnem robu, ki nakazuje pripadnost celici:
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Sekcijo oznacuje kvadrat pred imenom:

m Nedugeni odziv ]

Diferencialna enacba lastnega neduSenega nihanja se zgiSe kot (analogija prvi navadni diferencialni
enacbi, ki nastopi pri reSevanju parcialne diferencialne enacbe, podpoglavje I1.1):
m@+k=0

kjer stamin k (posploSena) masa in (posplosena) togost sistema, u=u(t) paiskani pomik, ki je seveda
funkcija ¢asa. Ker gre za diferencialno enacbo drugega reda, sta potrebni tudi dve informaciji (robna
pogoja), ki omogocata doloditev neznanih integracijskih korstant. Najbolj pogosto gre za zadetni
informaciji oz. zaCetna pogoja, ki sta v obravnavani enaCbi najve¢ prva odvoda neznane funkcije.
Najbolj pogosta splosSna pogoja zajameta zaCetni (ob ¢asu t=0) pomik u(0) =U, in pripadajoCo zacetno
hitrost U(O) =V,. Ta dva pogoja je mogoce v Mathematici kar zapisati hkrati z diferencialno ena¢bo
med zavita oklepaja v obliki {diferencialna enacba, robni pogoji}:
In[1]= DSolwve[{m w''[t] + K u[t] == 0, u[0] == ul, u'[0] == v0}, u[t], t] j

Vu vosin[ A0
Eiaap e

W Wk

Dut[1]= {{u[t] —ull Cos

V zapisu je prvi odvod funkcije po argumentu oznacen z ', drug odvod funkcije po argumentu oznacen
z ", presledek med posameznimi ¢leni pa pomeni njihovo mnoZenje.

V realltatu nastopa izraz £ ki predstavljalastno frekvenco w. Da se doseZe zapis, ki je inzenirsko

Jm

. . N o .

balj uparaben, se v rezultatu izraz T_ o zamenja s smbolom w, rezultat pa se shrani pod
m

spremenljivko npr. resitev:

In[2]= resiter = Expand[%] f. ﬁ /ﬁ — j

Out[2]= {{u[t] —sulCos[tw] + ﬁ v Ain [t w] }}

Nk

Ukaz izrazll.izraz2 - izraz3 pomeni, da se zgolj v tg ukazni vrstici v spremenljivki izrazl izraz2
nadomesti z izrazom3, izven te vrstice pa ostaja izraz2 nespremenjen. Pui¢ico je mogoce dobiti tudi z
zapisom ->, ki ga Mathematica nato sama pretvori v —.

Reaulltat je Ze blizje znanemu inZenirskemu rezultatu, vendar Mathematica ni zazala, da velja hkrati

Jm

. 1 .
tudn — = —, kar og&itno zahteva nov korak:
N

In[z]= resiter = resiter f. ﬁ /ﬁ =1/ j

il Sin[tw]
ut[3]= {{u[t] —~ul Cos[tw] + T}} j
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Sedaj se kon¢no lahko definira funkcija nedu$enega pomika un(t) kot funkcija ¢asa in sicer tako, da se
kot funkcija definiraizraz, podanav spremenljivki resitev:

n[4):= wn[t ] =u[t] /. resitev[[1]] ]
vl 3in[tw] ‘j
Out[4]= Wl Coz[tw] + —m8 ——
i1

Ceprav ni nujno potrebno, se je mogo&e prepritati, da funkcija un(t) zadoita obema zadetnima oz.
robnma pogojema:

kontrole j
Inf5]:= un[0]
Out[5]= 1l

InfG]:= un' [0]

Out[i]= w0

kjer seje vrsticakontrole dodala zgolj kot komentar (text) z ukazom Format/Style/Tex ali z Alt+7.
Preveriti pa je tudi mogoce, ali dobljena reSitev diferencialne enacbe resni¢no ustreza diferencialni
enacbi:

nFl= mun''[t] + Kun[t] ]

v 3in(tw] ]

o= k (uD Cos[tw] + +In (—uIIIL-.I2 Cos[tw] —wvlwi3in{tw]) j

Dobljeni rezultat na prvi pogled ne ustreza zaetni homogeni diferencialni enacbi, vendar je potrebno
upcstevati, da je Mathematica zgolj zapisala posamezne Elene rezultata brez poskusa njegove ureditve,
kar je potrebno zahtevati posebej, npr. z ukazom Smplify[izraz] :

nEl= Simplify[%] J

(k—mwij UbwCos[tw] + w0 3in[tw]) j
ot [E]=

o

. . . . . . k
Realltat je sicer Ze bistveno krgj§, vendar je potrebno updtevati Se zvezo w’ = —:
m

nEl= Simplify[% /. 0*2 >k /m] j]

out[@)= 0 3

kar ko¢no pdrdi korektnost resitve.
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3. ReSevanje diferencialne enacbe lastnega dusenega nihanja

Diferencialna enacba lastnega duSenega nihanja pa se zapiSe kot:
m+c+km=0

kjer je ¢ sedaj koeficient duenja. Se vedno gre za diferencialno enatbo drugega reda, kar pomeni, da
sta tudi sedaj potrebni dve informaciji (robna pogoja), ki omogocata doloc€itev neznanih integracijskih
konstant. Ce se ponovno uporabita najbolj pogosta splosna zadetna pogoja: zadetni (t=0) pomik u(0)
=U, in zaCetno hitrost L'J(O) =V,, sev Mathematici diferencialna enacba, skupaj z zatetnima pogojema,
seda) zapise kot (Se prej pa se definira nova sekcija z nazivom DuSeni odziv):

m Duseni odziv ]

In[10]:= resitevdusena =

DSolve[{fmu' '[t] +cu'[t] + Ku[t]:= 0, u[0] == ub, u'[0] ==¥0}, u[t], t]

{—:—f'\ql cz—i}:m]t
E Em [—l:uD+'\|'|:i—4kmuD—2va]|

ut[10]= {{u[t] = N

24 ct —dkm

T |

[—I:+f".|l ci—ikm]t
E Tm |[n:uEI+*~.-'n:i—-’-lkmuEI+2mvEIj|

24ctodkm }}

Regsitev je sedaj nekoliko dalj$a in posledi¢no manj pregledna, pa tudi upaaba ukazaSmplify[] ne
prinese napredka:

n[11]= Simplify[*]

1 IZ:+F-|| :2—4]-:".]1:- mt 3
out[11]= {{u[t]—;— B im [n:: -1 +E ™ ul +
evci-4km

et dkm e el dkmox
[l+l]3 - m . afcf _dkp ul+2 | -1 +@ - ™ - w0 }}

kot tudi ne poskus pretvorbe eksponentnih funkcij v trigonometri¢ne z ukazom ExpToTrig[izraz]:

In[12]= ExpToTrig[%*]

1A

out[12)= E Em -l+eE m ul +

1 _[I:-I-"'ql :z—'ikm]t- m .
{{u[t]_}zxﬂci_akm ’

el dkm e el ke
l+E : th - el —dkmud+2 -1+ : m - m w0 }}
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Ker paje smisel te vgje (in tudi obitajne inZenirske analize) zgolj primerjava neduSenega in dusenega
odziva (glej tocko 4) in ne oblika zapisa sama, se funkcija ohrani kar v tej obliki (Ceprav je iz literature
znana elegantnejSa ohlika zaisa) in se definira funkcija duSenega nihanja npr. kot ud(t):

in(13]= wd[t_]=u[t] /. %[[1]]: j

4. Prikaz razlike med odzivoma neduSenegain dusenegalastneganihanja

Prikaz odziva je mogoc le, ¢e so podane numeri¢ne vrednosti parametrov. Uporabijo se npr. podatki iz
vae 7 (http://www.geocities.com/mcsDISK/e7.pdf), kjer se sicer obravnavavsiljeno reduSeno rihanje.
Da se kljub odsotnosti obteZbe sedaj dobi nek odziv, se izbereta zafetna vrednost pomika npr. u,=0.2

. » . m
m in zaetna hitrost npr. v, =0.1—:
S

m Zgled - podatki iz vaje 7 ]
In[i4]= M1 = 2000; 7
M2 = 1500;
EI = 512 10*6;
a =45/ 180 m;
L1=3+2;
L2=4; ]

S temi definiranimi podatki je mogoCe Ze izraCunati nekaj veli€in, katerih analiti¢na izpeljava je bila
narejena v vaji (zaradi upcstevanja duSenja se vpelje koeficient &, ki predstavlja razmerje med

. . e s . s c . . 9 . . e . o
dejanskim in kritiénim dulenjem ¢ =—, iz esar je mogoce dejansko dusenje izraziti s pomocjo
cr

kriti¢nega dusenja in koeficienta { kot c=¢&[C, = ¢ A/km :
Inz0]:= Vb = L1f (L1 Cos[a] +L2);
k=3EI/L2*2/Vh"2/{L1+L2};
m=M1+M2 (Sin[a]) "2;

c=&Akm;

ul=0.2:

ri=0.1;
| 4

o= —_
m —

]
10
Out[z6]= 560

33 (4+342)

Ker je lastna krozna frekvenca zapisana (sicer to¢no, a) v nepregledni obliki, se pois¢e numeri¢na
vrednost izraza (ki mora biti, kljub odsotnosti obtezbe, enaka kot v primeru 7) z ukazom N[ argument] :
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)= H[%] j]

out[ET= 107,374 3

ter nato Se frekvenca v Hz:
n[ze]= %42 fPi j]

Owfzgl= 17.0891 3

ter Se perioda oz. nihajni ¢as:
mEa]= T = 1/% ]
Outpe)s 0.058517 3

ki sluZi zgolj kot orientacijska vrednost ¢asa, v katerem se bo opazoval in primerjal odziv neduSenega
in duSenega nihanja. Kot ta ¢as se npr. izbere petkratna vrednost periode T:

Inf20]:= casodziva=5T:; j

Slika neduSenega odziva se izriSe in imenuje npr. neduseni:
In[]= neduseni = Plot[un[t], {t, 0, casodzival}]l: il

o.z

N /\ /\ /\ A
III.IIIIS IIlIl El.ll .IE n_ES

N U \/ v U v

-0z

Za izris duSenega odziva pa je potrebno Se definirati vrednost koeficienta . Za tipi¢ne gradbene

konstrukcij e pa velja, da imajo sorazmerno majhno disenje (& < 0.2, obi¢ajno pa 0.02<¢ <0.1), za
AB konstrukcije panpr. velja 0.07< & <0.1.

Zaradi tega bosta izrisani dve krivulji duSenega odziva. Prva za vrednaost £=0.02, druga pa za drugo
skrajnost, torej €=0.1. Ceprav se bo ta krivulja zaradi zmanjevanja amplitude skozi &as zaradi dusenja
jasno razlikovala od odziva neduSenega nihanja, bo ta krivulja (predvsem iz demonstracijskih raaogov
prikaza moZnosti Mathematice) izrisana s &értkano ¢rto, kar se doseZe z opcijo npr. PlotStyle ->
{{Dashing[{0.1, 0.03}]}}, ki sledi parametrom izrisa v ukazu Plot[]. Prva vrednaost (0.1) podgja
dolZino ¢rtkanega dela krivulje, druga (0.03) pa dolzino praznega prostora med dvema &rticama

Vrednaost parametra & se zgolj zaizriste slike upcsteva kot 0.02:
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In[32]:= dusenimin = Plot [uwd[t] f. €= 0.02, {t, 0, casodzival,

_E

Mathematica v dinamiki in stabil nosti konstrukdij
-

PlotStyle — {{Dashing[{0.1, 0.03}]}}]:

| c.{.'.:s \ n]"l r.'lf
\U \j ‘\}

Druga prakti¢no skrajna vrednost parametra & je 0.1, za izris pa je spet uporabljena drugacna vrsta
krivulje (&rta — pika — &rta), kjer so podani dolZina ¢rte (0.1), razmak med &rto in piko (0.02), dolzina
pike oz. nove ¢rte (0.01) ter Se razdalja med pika in novo ¢rto (0.02):

In[27]:= dusenimax = Plot [wd[t] /. £ = 0.1, {t, 0, casodzival,

-0.

-0.

Ceprav je

_1s
A

=

PlotStyle — {{Dashing[{0.1, 0.02, 0.01, 0.02}]}}]:

A A
\. ; | jx' Ex ;’ 1& AN
us 1 EII.DE‘- D..l ::l.lr -,-\j‘ 0.3

NAVERYERY

15 U

,.""
5

iz posameznih slik Ze razvidna razlika med neduSenim in duSenim (celo z razli¢nimi

stoprjami) odzivom, se popdnoma jasen vpogled doh Sele z neposredno primerjavo vseh treh krivulj:

In[34]:= Show[neduseni , dusenimin, dusenimax]:

0.

.1 !

JH\‘- o
UM vl U v Dv
-E

Y

Z

o

+
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Iz slike je jasno razvidno, da se amplituda pri duSenem odzivu postopoma zmanjSuje in da s Casom
limitira k ni¢, kar je $e posebej jasno razvidno, ¢e se slika odziva izriSe na nekoliko daljSem ¢asovnem
intervalu:

m Iskanje casa izdusenja j_

npsl= Plot[ud[t] /. € 0.02, {t, 0, 5}, PlotRange —A11]; 7]

Se bolj drasti¢no pa je to opazno pri ve¢jem koeficientu dusenja:
In[3]:= Plot [ud[t] /. €= 0.1, {t, 0, 5}, PlotRange — A11]:

1L A
1

0.z

0.15

o.1

o.nk

-0.05

-0.15

Zato se lahko pastavi neka meja (npr. u(t)=0.1 % umax), pri kateri se smatra, da se je odziv izdusil. Ta
meja se izratuna kot ni¢la enabe z ukazom FindRoot[enacba, {spremenljivka, okvirna nicla}], ukaz
Chopizraz] pa zgolj poskrbi, da se ne izpiSgo morebitne izredno majhne vrednasti, ki se pgavijo
zaradi numeri¢ne analize.

n[7]= Chop [FindRoot [{ud[t] /. £— 0.02) ful == 0.001, {t, 5}]] 7]
O[T {t— 496163} i
n[3]= Chop [FindRoot [(ud[t] /. £ 0.1) fu0 - 0,001, {t, 1}1] 7]
DufEEl= {t— 1.00908) bl

Okvirna vrednost ni¢le funkcije se za vsako vrednost dusenja od¢ita iz pripadajoce slike.
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