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POGLAVJE I

I1.4 ReSevanje diferencialne enacbe pre¢nega pomika

1. ReSevanje diferencialnih enach s programom Mathematica
2. Analiticno iskanje lastnih frekvenc za prostolezedi nosilec
3. Analiticno iskanje lastnih nihajnih oblik za prostoleZeci nosilec

1. ReSevanje diferencialnih enacb s programom Mathematica

Druga diferencialna enacba, ki sledi iz parcialne diferencialne enacbe iz poglavja II.1, je navadna
diferencialna enacba pomika, ki je funkcija lokalne koordinate x, in se reSuje z Ze predstavljenim
ukazom DSolve[diferencialna enacha, funkcija, neodvisni parameter]. Ceprav Mathematica paskusi
poiskati reitev v analiti¢ni obliki in hkrati upostevati vse robne pogoje ter se tako izogniti uparabi
integracijskih korstant (C[1], C[2],....), Se pri reSevanju diferencialne enacbe pomika obi¢ajno najpre;j
pois¢e splosna reSitev diferencialne enaCbe (torej z vsemi konstantami vred), ustrezne pripadajoCe
reSitve (upastevajo se ustrezni robn pogoji) pasele nato poisejo zaobravnavano korstrukcijo.
Diferencialna ena¢ba pomika se zapiSe in resi z:

= Funkcija pomika 11
In[1]= DSolwve[w''''[x] - b 4 w[x] == 0, w[x], x] j
Out[1]= fIwr[=] —HE'J”I:[E] +:Eb”I2[-’-1] +C[1] Cos[bx] +C[3] 3in[bx]}} ﬂ

Ker v izrazu nastopata dve eksponentna ¢lena, ki sta sicer korektna, vendar bi ju radi nadomestili z
inZenirsko prijaznejSima trigonometricnima funkcijama, se rezultat najprej shrani v neko
spremenljivko, npr. funkcija, saj so Ukazi za manipuliranje mnogo uspesnejsi, ¢e se izvedejo direktno
nafunkciji (torg nainZenirsko uporabnem konkretnem izrazu med — in}.

In[z:= funkcija = w[x] 7. %[[1]] j

Outz= & C[2] + 8" ¥ C[4] + C[1] Cos[bx] +C[3] 3in[bx] 3

Sele sedaj se zahteva nadomestitev eksponentnih funkcij z trigonometri¢nimi:

L

In[3]:= ExpToTrig[%]

ou[= C[1] Cos[bx] +C[2] Cosh[bx] + C[4] Cosh[bx] +
C[3] 3in[bx] - C[2] Sinh[bx] + C[4] Sinh[bx]

| I Y- |

ki izraz prevede v bolj znano obliko, ki pa se o¢itno e lahko poenostavi:

)= Simplify[%] ]
Owtfd}= C[l] Cos[bx]+ (C[2] +C[4]) Coshbx] +
C[3] Sin[bx] + (=C[2] +C[4]) Sinh[bx]
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Iz izraza se jasno vidi, da sta C[2] + C[4] ter —C[2] + C[4] neki novi konstanti. Zaradi poenostavitve
zapisa konstant (njegove prednasti bodo knalu vidne) in skrajSanja zapisaju preimenujemo kar v:

In[E]= Simplify[%*] Ff. {C[2]+C[4] —-C[2]. -C[2] +C[4]1 = C[4]} j
Outff]l= C[1l] Cos[bx] +C[Z] Cosh[bx] +
C[3] 3in[bx] +C[4] 3inh([b x]

Enacba kon&no dobi obliko, znano iz u€benikov dinamike, in s katero b lahko analizo pravzaprav kar
zaceli. Na tem mestu je potrebno opozoriti, da so razli¢ne verzije Mathematice tudi razli¢no uspesne
pri izpeljavi gornje enacbe. Prikazani postopek velja za verzijo 5, pri uporabi verzije 4 pa je potrebnih
Se neka dodatnih korakov (pri izpeljavi konstant C[1] + C[3]), da seizpelje enaki rezultat.

Tako se sedaj konéno mogoce definirati sploSno funkcijo pre¢nega pomika (zaenkrat Se z neznanimi
konstantami):

Infi]= wlx ] = %: j
Preveriti je seveda mogoCe tudi, ali tako zapisana funkcija ustreza zaCetni diferencialni enacbi (Ce bi se

diferencialna ena¢ba shranila v neko spremenljivko, kot je to bilo storjeno v poglavju Il.1,
diferencialne enacbe sedaj ne bi bilo parebno pnovno zapisati):

n[F]= Simplify[w''''[x] - b4 w[x]] j

out[l= 0 ﬂ

Enacbo je mogoCe uporabljati za razli¢no podprte linijske konstrukcijske elemente, vendar pa je
potrebno za vsakega izmed njih paskati vrednosti neznanih korstant glede na dejanske pogoje vpetja
(robre pogge) in zato se vpelj e vektor nemanih korstant. Zaradi primernega imenovanja konstant se
to lahko reredi izrednoelegantno kar v zanki, ki kreiravektor z ukazom Table[definicija ¢lena, {indeks
zanke, zacetna meja, koncna meja, korak}]. Ce sta zadetna mejater korak enaka 1, se lahko izpustita:

In[#]:= meznanke = Table[C[1], {i, 4}1 j

outfEl= {C[1], C[&], C[3], C[4]} 3

2. Analiti¢no iskanje lastnih frekvenc za prostoleze¢i nosilec

Za prostoleZeci nosilec dolZine L veljajo naslednji robni pogoji, ki se lahko zapiSejo v vektor:
m Pogoji za prostolezeci nosilec j

Inf@]:= pogoji = {w[0]=-0, w''[0] -0, w[L] -=-0, w''[L]=-=-0}: j

ki predstavljajo Stiri lineane homogene enatbe s $tirimi (petimi) neznankami:
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In[10]:= pogoiji j_

oufio C[1]+C[2] =0, -b* o[l]+b%C[2] = 0O,
C[l] Cos[bL]+C[Z] Cosh[bL] +C[3] Sin[bL] +
C[4] Sinh[b L] == 0, -b* C[1] Cos[b L] +b*C[2] Cosh[b L] -
b C[3] 3in[bL] +b*C[4] Sinh[b L] = 0O}

Klasi¢no reSevanje sistema linearnih homogenih enacb z ukazom Solve[{sistem enach, neznanke}]
pripelje seveda zgolj do neuporabne trivialne oz. ni¢elne resitve:

In[11]:== resitewr = Solve[pogoji, neznanke] j

out[i1]= {{C[3] =0, C[4] =0, C[1l] =0, C[E] =0} ﬂ

Ker paje znano, daimahomogeni sistem tudi netrivialno reSitev, kadar je determinanta sistema enaka
ni¢, je potrebno za izraCun determinante enaCbe zapisati v matri¢ni obliki, kar se izvede z ukazom
Coefficient[enacbha,parameter], ki v spremenljivki enacha poisce vrednost, ki pripada spremenljivki
parameter. Ker gre za sistem enacb, je te koeficiente potrebno dolo€iti za vsako enacbo in vsak
parameter posebej, kar se najelegantngje naredi v dvojni zanki. Rezultat pa seveda ni ena sama
vrednast, ampak matrika, shranjena v spremenljivi matrika, in zao je potrebno Se upaabit ukaz
Table[], vendar tokrat z dvema indeksoma, saj gre za matriko:

In[12]:= matrika =
Table[Coefficient[pogoji[[i, 1]1], neznanke[[111]-
{i, 4}, {1, 4}];

Realltat je tako shranjen v matriki, ki se lahko pregledno zapiSe zukazom MatrixForm matrika] :

In[13]:= MatrixForm[matrika] i
0t [13)4mitstrix Farm= 3
1 1 0
-b? b? 0
Cos[b L] Cosh[b L] Sin[b L] Sinh[b L]
-h* Coz[bL] b'Cosh[bL] -b%3in[bL] b’Sinh[blL] |

Determinanta se izratuna z ukazom Det[ matrika] :

= Lastha frekvenca 1
In[14= determinanta = Det [matrika] ]
Ou[i4= 4b*Sin(b L] Sinh[b L] 3

ReSitve te enabe so vrednosti koeficienta b (pete neznanke), ki je povezan z lastno frekvenco
konstrukcije.
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Produkt treh $tevil je enak ni¢ samo, &e je vsaj eden izmed treh &lenov enak nig. Ce velja
naj preprostejSa resSitev, torel b=0, sledi pomik kot:

n[i5):= w[x] £. b — 0 ]
outfis}= C[L]+ C[Z] 3

kar predstavlja konstantni pomik (ki fizikalno ni mogo¢, hkrati pa ne omogoca vpeljave vseh dejanskih
pogojev vpetja - robrih pagojev). Zato je zanimivareSitev bz0, in se lahkoizraz ustrezno krgjSa:

n[15]:= determinanta = determinanta /4 /b ]
Out[1E= Sin[b L] Sink[b L] 3

Za reSitev problema mora torgj biti vsaj eden izmed izrazov enak ni¢. Vendar je sinh funkcija, ki
naras$¢a preko vsake meje, v kar se je mogoCe prepricati tudi z enostavnim izrisom funkcije:

In[17]:= Plot [Sinh[x], {x, 0, 10}]; j_

s00n
20010
2000
Z00n

1000

v razli¢nih intervalih
In[12]:= Plot[Sinh[x], {x, 0, 100}]; j

1% 10°
g3 107

B 10°]

g% 10°]

23 10°]

£0 a0 &0 &0 1a0

Edina vrednost, ko je funkcija enaka ni¢, spet vodi do b=0, in tako postane jasno, da bodo nicle vezane
zgolj na ¢len sin(b L), kar omogoci dodatno krajsanje:
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]
3

In[12]:= determinanta = determinanta f5inh[b L]

out[19]= 3in[b L]

Kljub vsem mozZnostim, ki jih nudi, Mathematica ni sposobna inZenirsko zadovoljivo re§iti zgornje
enacbe oz. poiskati ustrezne nicle, saj ukaz Solve[enacha,neznanka] ne vrne splosne resitve, ampak

zgolj prvo, inZenirsko neuporabno, resda z izpisom opozorila, da morda niso najdene vse reSitve:
nz0]= Solve[%-- 0, b] ]

Solwe::ifun :
Inwver=ze function= are being u=xed by Solwe, =o =mome
=zalutions may not be found; use Reduce

for complete =olution information. More..

1

Out[20]= {{b—0}}
Tudi uparaba opcij e Inver seFunctions - True ne prinese napredka:
Inz1]:== Solwe [determinanta -=- 0, h, InverseFunctions — True] j
= {{b - 0}} ]

in zato je potrebno reznanko b paskati z upcstevanjem, da je sin(x) periodi¢na funkcija, ki ima ni¢lo

ob vsakem mnogokratniku Stevila 1t (ki se lahko zapiSe tudi kot Pi):
n[i]= Solwe[bL ==nPi, h] )

sz {f5> 271} j

Resitev se shrani npr. v spremenljivko B:
nEzi= B=h f. %[[1]1] )

0 j

Jasno je, da je n cdostevilska spremenljivka, ve¢ja od 0 (saj n=0 ponovno voddo b=0, kar je bilo
analizirano Ze zgoraj). ReSitev je mogoce preveriti tako, da se vstavi v determinanto (ob izbrani

vrednasti n):
n[z4)= determinanta /. {b—=B, n— 1} ]

Out[24]= 3in[mn ]

ki pa pokaZe slabost Mathematice, da o&itno ni sposobna opraviti zaporedne zamenjave v Ze

zamenjanem Clenu. Zato se izraz zapiSe kot:

21
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In[z5)= determinanta /. b—=B /. n— 1 )
out[z5]= 0O ﬂ

Iz reSitve za konstanto b je sedaj mogo&e poiskati lastno frekvenco. Ker pa je b funkcija Stevilan, je

jasno, da vsaki vrednosti n pripada druga¢na lastna frekvenca in tako sledijo lastne frekvence wy, iz
reSitve:

Infzé]:= Solve[B* o' m 1 1
n[é]:= Solwe == ;o
EI ]
Y EI nt At I n® at E
Ot [26]= {{w—} - } {w_} —}}
tfm ]
od katerih je zanimiva zgolj pozitivna vredncst:
nET: o=0f. 5[[2]1] ]
JEI n® a
out[if]r ————
LE+fm

3. Analiti¢no iskanje lastnih nihajnih oblik za prostoleZeci nosilec

Pri iskanju lastnih nihajnih oblik se je potrebno vrniti k linearnemu sistemu homogenih enacb. Ker je
Ze bilo zagotovljeno, da je vrednost b taks$na, da je determinanta enaka ni¢, je potrebno Se dolo€iti
koeficiente C[1], C[2], C[3] in C[4]. Ker paV bistvu nastopa neskon¢na mnoZica vrednosti b, nastopa
tudi neskon¢na mnoZica re$itev za konstante C[1], C[2], C[3] in C[4] (zavsak n ena). Zaradi tega je
smiselno enacbe, zapisane v vektorju pogoji, ¢im bolje analizirati na ¢im splo$nej$em nivoju.

Tako je mogoce opaziti, da je mogocCe drugo in etrto vrstico oz. drugo in Cetrto enacbo krajsati z b?
(za katerega je sedaj Ze znano, da je lahko zgolj od ni¢ razli¢en). Prvi poskus ne vodi do pricakovanega
rezultata:

= Oblikovha funkcija 11
In[z2]:= pogoji[[2]1]fbh" 2 j_
-biC t

— [1] +b*C[2] j

hi i
Se slab3e pa se obrese poskus z uparabo ukazaSmplify[]:
[z Simplify[pogoii[[2]1]1fb" 2] ]
_ bC[l] =hC[2]
Out[29]= o j_

Zato se robra pogoja zapiSeta ponov/no, vendar kar s rotno izvedbo kajSanja, ngjprej drugi:
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n[z0]:= pogoii[[2]1] = Expand[w''[0]/b"2] -- j'
owpls ~C[1] +C[2] = 3

in nato $e Cetrti:
In[:1]:= pogoji[[4]] = Expand[w' '[L]/b"2]:- 0

out[21]= -C[1] Cos[b L] + C[Z] Cosh[b L] -
C[3] Sin[b L] + C[4] Sinh[b L] == .

kar pogoje zapiSe v pregledngj§i (a Se vedno popdnoma splosni) obliki:
In[32]:= pogoji j

Out[3z)= {C[1] + C[2] == 0, -C[1] + C[2] == O,
C[1l] Cos[bL]+C[2] Cosh[bL] +C[3] Sin[bL] +
C[4] Sinh[b L] == 0, -C[1] Coa[b L] +
Clz] Cosh[b L] -C[3] S§in[b L] + C[4] Sinh[b L] == O}

Opaziti je mogoce, da v prvih dveh enacbah nastopata zgolj dve neznanki: C[1] in C[2], kar omogo¢i,
da se ti dve enacbi reSita najprej. Ker gre za homogeni sistem, je potrebno preveriti ustrezno
poddeterminanto sistema dveh enacb z dvema neznankama

In[z2]:= sisteml =

Table[Coefficient [pogoji[[i, 1]1]1, neznanke[[311].
{i, 2}, {3, 2}]

oz ({1, 1}, {-1, 1}} il
Pripadajoca determinanta je tako:
4= Det [sisteml] ]
Out[34]= 2 ﬂ

Ker je ocitno od ni¢ razli¢na, ima sistem zgolj trivialno reSitev C[1]=0 in C[2]=0, kar se poskusi
upcstevati:

Infz5]:= C[1] =10 j
Set::write : Tag C in C[l] i= Protected. More.. H
out[3s]= 0 ﬂ

Ker pa so konstante C[ ] predefinirane in za$¢itene konstante, operacije ni mogoce izvesti. Zato se v

novi vektor zapiSeta preostali enacbi (tretja in Cetrta), vendar z upoStevanjem izraCunanih vrednosti
obeh korstant:
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n[]= drugienachi = Table[pogoii[[i]] /. {C[1] =0, C[2]1 -0}, ||
{i, 3, 41] i
Ouwt[3E]= {C[3] Sin[b L]+ C[4] Sinh[b L] = 0, E
_C[3] 5in[b L] + C[4] Sirh[b L] = O} 1]

Za ti dve enaCbi se prav tako poiSCejo koeficienti, s pomoéjo katerih je mogoce izraCunati
determinanto:

In[37]:= sistem? =
Tahle[Coefficient [druwyienachi[[i, 1]], neznanke[[31]11]-
{i.1, 2}, {3, 3, 4}]

0w[ET)s {{Sin[b L], Sinh[b L]}, {-%in[bL], Sink[bL]}} i
ki znaSa:

nGa)= Det [sistem?] ]

Ouwt[E= 2 Sin[b L] Sinh(b L] 3

Do sedg je bila analizaiskanjalastnih nihajnih odik izvedena za sploSno vrednaost spremenljivke b, za
odlocitev o poteku nadaljnje analize pa je potrebno preveriti, kam vodi vstavitev Ze znane vrednosti za
konstanto b:

Inz9]:= % f. h=B j

Ouw[o)= 2 Sin[n ] Sink[n o] 3

Ker je n celo stevilo (vedje od nig), je jasno, da je determinanta tega sistema enaka ni¢, in tako nastopi
tudi netrivialna oz. neniCelna reSitev.
Pregled obeh ena¢b ob upostevanju vrednosti za b:

n[40]:= drugienachi /. b — B ]
Out[40]= {C[3] Sin[n] + C[4] Sink[ns] =0,
_C[3] Sin[nm] + C[4] Sinh[nm] = O}

pokaZe, da sta koeficienta ob konstanti C[3] vedno enaka ni¢, kar velja za poljubno celostevil¢no
vrednost n, tudi npr. zan=1:

In#]= % f. n—=1 j
Ouwtf4]= {C[4] Sinh[x] = 0, C[4] Sink[m] = 0} 3
ki jasno pokaZze reSitev C[4]=0. Tako se definira lastna nihajna oblika kot:
n42)= w[x 1=w[x] #. {C[1]1=0, C[2]1 =0, C[4] =0, b - B} j
nax
Out[2)= C[3] sm[ - ] j
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Ker gre za nihajno obliko, velikost konstante C[3] ni pomembna (vse dokler je od ni¢ razli¢na). Tako
je mogo&e zlahka izrisati nekaj prvih lastnih nihajnih oldik. Te nihajne oblike se lahko lo¢eno izrisejo
vsaka s svojim ukazom, lahko pa se tudi uparabi zanka Do[] (kot dolzina je bila zapatrebe izrisa
izbrana vredncst npr. 1):

In[43]= Do[Plot[w[x] /. {C[3]1— 1, L= 1}, {x, 0, 1}],
{n, 1, 6}]

Il.4 — ReSevanje diferencialne enacbe pre¢nega pomika 25



Mathematica 5

N
VA
M

4\
e
1 U

Za katero nihajno obliko gre, je mogoce ugotoviti kar neposredno iz slike, saj je stevilo ni¢el funkcije
med krajis¢ema elementa za 1 manj$e od $tevilke nihajne oblike (npr. druga nihajna oblika enkrat seka
sliko »konstrukcij e«).

><ﬁ
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