Mathematica v dinamiki in stabilnosti konstr ukcij

POGLAVJE I

IL.5 ReSevanje diferencialne enacbe pre¢nega pomika lastnega nihanja

1. Numericno iskanje lastnih frekvenc za konzolni nosilec
2. Analiticno iskanje lastmih nihajnih oblik za konzolni nosilec

1. Numeri¢no iskanje lastnih frekvenc za konzolni nosilec

Splosna reSitev diferencialne enacbe je bila poiskana Ze v prejSnjem podpoglavju. Namesto, da se sedaj
za analizo drugacne konstrukcije ponovi ves postopek njene pridobitve oz. izpeljave, se lahko iz
prejdnje vaje reSitev kar privzame (prekopira).

Odpre se datoteka (notebook), kjer je shranjena prej$nja vaja (poglavje I1.4), in se poiS€e izhodna
vrstica, kjer je zapisan realltat, kurzor pa se postavi ha konecvrstice:

Simplify[#] /. {C[2]+C[4] =C[2], -C[2] +C[4] = C[4]} ]
C[1l] Cos[bx]+C[Z] Cosh[bx] +
C[3] 3in[bx] + C[4] Sinh[bx]

Izbrana izhodna vrstica se shrani v odlozis¢e (Clipboard) s Ctrl+C, in stara datoteka se lahko zapre
(ker ni ve¢ potrebna). Nato se odpre nova datoteka, v kateri se bo izvajala nadaljnja analiza, in vanjo se
shranjeni niz odlozi s Ctrl+V. Niz se pri tem shrani v svoji originalni formi oz. definiciji, torgj kot
izhodrni niz (in ga zato ni mogo&e izvesti) ter ga je zato najprej potrebno pretvoriti v vhodnega. Zato se
klikne oz. oznaédi se konec vrstice:

C[l] Cos[bx=] +C[Z2] Cosh[bx] +C[3] Sin[bx] +C[4] Sinh[bx] E
z kombinadjo tipk Ctrl+Shift+1 ali ukazi Cell/Convert To/lnputForm pa se vrstica iz izhodre
spremeni v vhodnovrstico:

C[1]*Cos[b*x] + C[2]*Cosh[b*x] + C[3]1*Sin[b*x] +

Cl4]*3inh[b*x]

ki navidezno zgolj spremeni obliko. Za dokon¢anje dela se kurzor postavi na zadetek vrstice:

F[11#Cos[b*x] + C[Z]*Cosh[b*x] + C[3]*3in[b*x] +
C[4]*5inh[b*x ]

in netipka se ime funkcij e in argument. Mathematica avtomati¢no tvori novo, konéno vhodno vrstico:

w[x ]=C[1]*Cos[b*x] + C[2]*Cosh[b*x] + C[3]*Sin[b¥x] +
C[4]*Sinh[b¥x]

ki jo je sedaj mogoce tudi izvesti:
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In[1]:= wlx ]=C[1] *Co=s[b*x] + C[2]*Cosh[b*x] + C[3]*5in[b*x] +
C[4]*5inh[b*x]

ol C[1] Cos[bx]+C[2] Cosh[bx] + C[3] Sin[bx] +C[4] Sinh[bx] ]

Iz prejSnje datoteke skopirano vrstico pa je sedaj mogoce brez §kode tudi izbrisati.

Splosna funkcijaima enake konstante kot v prejSnji vaji (in lahko zato tudi to vrstico popatrebi odtam
kar skopiramo):

In[z]:= neznanke = Table[C[i], {i, 4}] j

out[zl= {C[1], C[&], C[3], C[4]} 3

Za levo vpeti konzolni nosilec dolZzine L pa veljajo naslednji robni pogoji:
m Pogoji 2a levo vpeto Konzolo j

In[3]:= pogodi = {w[0] =0, w'[0] ==0, w''[L]==0, w'''[L] :=0}: j

ki spet predstavljajo Stiri linearne homogene enacbe s petimi neznankami:
In[4]:= pogoji

outf#)= fC[l] +C[2] =0, bC[3] +bC[4] =0, :
biC[l]Cos[bL] +b® C[2] Cosh[b L] -
¥ C[3] Sin[b L] +b* C[4] Sinh[b L] == 0O,
b*C[3] Cos[bL] +b® C[4] Cosh[bL] +
v C[1l] 8in[b L] +b*C[Z2] Sink[b L] = O}

Ker je Ze znano, da klasi¢no reSevanje sistema linearnih homogenih enacb pripelje zgolj do inZenirsko
neuporabne trivialne reSitve, se enaCbe zapiSejo v matriCni obliki, da se bo lahko izraCunala
determinanta:

In[5]:= matrika =
Table[Coefficient [pogoji[[i, 1]], neznanke[[7]11]-
fi,1,4},{3,1, 4}]:

Reaulltat ima naslednjo oHdiko:
In[i]:= MatrixForm[matrikal]

Ot [G]4tatrin Form= 3
1 1 0 0

0 0 b b
-h! Cos[bL] bfCosh[bL] -b®3in[bL] b¥3inh[bl]
h*3in[bL] b*3inh[bL] -b*Cos[bl] b*Cosh[bL]
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Izrauna se Se determinanta:

s Lastna frekvenca 1
n[f]= determinanta = Det [matrika] ]
o= -k Cos[bL]®-2bf Coa[bl] Cosh[b L] -

b Cosh[bL]1®-b® Sin[b L]®+b® Sinh[b L]®

ki paje sedaj nekoliko kompleksnejSain zato se takoj poskusi poencstaviti:
= Simplify[%] ]

o= -2b® (1 +Cos[b L] Cosh[bL]) 3

Resitve te enabe so vrednosti koeficienta b (pete neznanke), ki je povezan z lastno frekvenco
konstrukcije. Ena izmed o€itnih reSitev je seveda b=0, ki pa, kot je bilo Ze pokazano v prejSnjem
podpalavju, ne predstavlja pomika. Ker je potem jasno, da uparabna reSitev sledi, ko je izraz v
oklepaju enak nic¢, se zato iz izraza eleminirajo nepotrebni ¢leni:

In@]:= determinanta = Simplify[determinantaf -2 fbh"6] j

@)= 1+Cos[b L] Cosh[b L] 3

Enacba se najprej poskusi resiti direktno:
In[10]:= Solwe[%=: 0, h] 7]
Solwe: wdep :

The equation=s appear to inwolwe the wariables to be

=alwed for in an e=zsentially non-algebraic mway. More..

out[i0]= Solve[l+ Cos[b L] Cosh[b L] == 0, b] ﬂ_

kar se izkaZe kot neuspesno in zato se enacba najprej preuredi z pretvorbo izraza iz trigonometri¢nih
funkcij v eksporentne z ukazom TrigToEXp[izraz] :

In[11]:= TrigToExp[determinanta] )

1 i 1 . 1 - 1 ,
out[1]= 1+ 5 pl-l-IBL 1 (LeidBL 1 (1-3BL L (L4i)BL j

in poskusa resiti pono/no:
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In[12]:= Solwe[% == 0, h] j_

Jolwe: itcdep 3
The squations appear teo inwvelwe the wariakles o be

solwed for in an essentially non-algebraic way. More..
Out[12]= 3olwe i

1 ; 1 ; 1 ; 1 ;
1. = pi-l-iaBL " pl-L+HIBL - pi1-iaBL - p(HIBL ooy

atudi tokrat brezuspesno.

Zaradi tega se enacna poskusi re§iti numeri¢no. Ker kot njen argument nastopa produkt dveh
spremenljivk, se namesto njiju vpelje nova, da se dobi enacba zgolj z eno neznanko. Tako se npr.
vpelje:

£=DbL,

kar vodi do preglednejSe ohlike:
In[13]):= funkcija = determinanta /. bL — £ ]
o[z 1+ Cos[£] Cosh[£] 3

Kadar se iS¢ejo nicle neke enacbe, je lahko v veliko pomo¢€ izris funkcije, saj omogoc€a vsaj priblizno
lokacijo ni¢el. Ker je lahko lastna frekvenca zgolj pozitivna, je spodnja meja spremenljivke & enaka
ni¢, zgornja meja pa se lahko pdjubnoizbere (po pdrebi s poskusanjem):

n[14:= Plot[funkcija, {&, 0, 10}]: 7]

200

Zon

-zan

=00

-Gan

Izkaze se, da je bila izbira uspesna, saj je iz slike mogoce locirati vsaj tri ni¢le (amplituda v podro¢ju
med 0 in 2 je premajhna, da bi se lahko natan¢no dolo¢ilo dogajanje v tem intervalu). Vsaka izmed
njih se analizira posebe.

Poseben izris podro¢ja med 0 in 3 potrdi, da je v tem intervalu res zgolj ena nicla:
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m 1. frekvenca j
In[15]:= Plot[funkcija, {&€, 0, 3}]: j_
E .
1.8
1
0_s
0.5 1 1.5 z 2.5 2
-0_&

Njena nata¢na lokacija se lahko pois¢e z ukazom FindRoot[funkcija, {spremenljivka, priblizna lokacija
iskane nicle}]:

In[16]:= FindRoot [funkcija, {€, 2}] j

out[iEl {£- 1.8751} 3

izraGunana vrednacst pa se shrani npr. v spremenljivko ksi:

In[17]= ksi = £ . %[[1]] j
out[17]= 1.8751 ﬂ

Iz zveze med konstanto b in lastno kroZno frekvenco w se letaizrazi kot funkcija b (izrazje sploSen,
saj se bo uporabil Se pri izraCunu vi§jih frekvenc):

o° m q
- 0]
ET

In[15]:= omega = Solwe [hfi ==

I |

nrite {fums %} fus %}}

Za izraCun prve lastne kroZzne frekvence se uporabi pozitivna reSitev, uposteva pa se tudi izraCunana
vrednost koeficienta &:

In[(19]:== ol =0 f. omegal[[2]] f. b= k=i fL j

3.5160Z2 4 EI
Lifm

Out[19]=

Uspesnost oz. kvaliteta rezultata se lahko preveri z izraCunom determinante, ki mora biti enaka nic:
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In[z0]:= determinanta f. {o—-ol, h—-k=i fL} j

Out[E0= 2.22045 % 1075 3

kar potrdi zadostno natan&nost reSitve, saj gre za minimalno odstopanje, ki je posledica numeri¢ne
analize

Postopek je sedaj mogoce smiselno uporabiti Se za izraCun druge in (po potrebi) vseh ostalih vi§jih
lastnih kroznih frekvenc:

m 2. frelvenca j_
In[z1]:= Plot[funkcija, {&, 4, 6}]: j_
150f
1onf
sol
e 5 5.5 &

n[z]:= FindRoot[funkcija, {&, 4.5}]

Out[zz)= £ - 4.694091

In[23]= k=i = £ f. %[[1]]

Out[z3]= 4. 69409

Inzd]:= w2 =w f. omegal[[2]] f.- b—-k=iSL

22,0545 +/EI
Li+fm

In[z5]:= determinanta f. {o—- 0?2, h—-k=i fL}

Out [24]=

A e e A L L A
]

Out[s]= 2.36478 x 10°1H

Tako je mogoce izraCunati Se tretjo
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m 3. frelvenca

In[26]:=

300

Z0n

—Z0n

=00

—G0n

—&no

In[z7]:=

Out [27]=

In[28]:=

Dut [28]=

In[24]:=

Dut [29]=

In[30]:=

Out [30]=

Plot[funkcija, {&, 7, 8.5)];

FindRoot [funkcija, {£, 7.8}]
[£—7.85476}

ksi = £ /. %[[1]]

7. 65476

a3 =o . omegal[[2]]f. hb=k=si[fL

61,6972 EI
Lifm

determinanta f. fo—- o3, b—-k=si fL}

_8.70415 % 107t*

.
T

ter Se vse preostale lastne frekvence (faze izratuna niso prikazane), ki se npr. shranijo v vektor omege
(zaradi podobnati s predefiniranim imenom omega Mathematica javi opazorilo o morebitni napaki):

In[46]:=

Dt [46]=

omege = {ol, 0?, 03, ol, 07, o6}

Feneral::=spelll :

Po=s=zible =pelling error: new =ymbol name "omege"

=imilar o existing =ymbeol "omaega'. More..

{S.ElEDEWJEI 22.0345 4 EI 61.6972 4 EI
.

Lim Li+m Lt oo
120,902 +/EI 199,86 v EI 298,556+ EI

Liom  Lifm Lt oo

j

i=

]

=]

1A
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2. Analiti¢no iskanje lastnih nihajnih oblik za konzolni nosilec

Pri iskanju lastnih nihajnih oblik se je spet potrebno vrniti k linearnemu sistemu homogenih ena¢b. Ker
je ze bilo zagotovljeno, da je vrednost b tak$na, da je determinanta enaka ni¢, je potrebno Se dologiti
koeficiente C[1], C[2], C[3] in C[4]. Ker pa v bistvu nastopa nesko¢na mnozica vrednasti b, nastopa
tudi neskon¢na mnoZica re$itev za konstante C[1], C[2], C[3] in C[4] (zavsak n ena). Zaradi tega je
smiselno enacbe, zapisane v vektorju pogoji, ¢im bolje analizirati na ¢im splo$nejSem nivoju.

Tako je mogoce opaziti, da je mogoce drugo, tretjo in Cetrto enacbo oz. vrstico pokrajSati z b, b’ oz. b®
(sli¢no kot je to bilo narejeno v prejSnjem poglavju, 11.4), vendar sedaj prvi dve enaCbi vseeno
zajameta vse &iri konstante (in ne zgolj prvih dveh, kar je v prejSnjem podpalavju omogogilo
razdelitev iskanjareSitve na dva sistema).

Zato je potrebno vsako enacbo resevati posebej in je potrebno vse konstante spet izraziti z eno, saj gre
za enoparametriéno mnoZzico resitev.

Iz prve enacbe (ki vsebuje zgolj dve neznanki) se npr. izrazi konstanta C[2] kot funkcija C[1]:

= Lastne nihajne oblike 1
In[47]= prva = Solve[pogoji[[1]1]- C[2]1] j
w7l {{C[2] = -C[1]}} ]

rezultat pa se upoSteva v zapisanih pogojih (v tretji in Cetrti enacbi se namesto C[2] upoSteva ustrezna
zveza z C[1], prva enacba pa se dejansko izvede):

)= pogoji - pogoii /. ¥[[1]] 7]

]

Out[42]= {True, b C[3] +b C[4] == 0, 7
biC[l] Cos[bL] -b®C[1l] Cosh[bl] -

b C[3] 3in[b L] + b C[4] Sinh[b L] = 0,
~b*C[3] Coa[bL] +b® C[4] Cosh[b L] +

b*C[1] Sin[b L] -b*C[1] Sink[b L] == O}

Nato se npr. iz druge enacbe (ki tudi vsebuje zgolj dve neznanki) izrazi C[4] s C[3]:
In[43]:= druga = Solwve[pogo]ji[[2]], C[1]] j

utfals {{C[4] = -C[3]}} 3

ki se prav tako upoSteva v sistemu pogojev (v tretji in Cetrti vrstici):
nf50]= pogoii = pogoii /. %[[11] ]

outjEn]= {True, True, -b*C[1] Cos[b L] -b*C[Ll] Cash[b L] -
b* C[3] 3in[b L] -b* C[3] Sinh[bL] == 0O,
~b¥C[3] Cos[bL] -b*C[3] Cosh[bl] +
b¥C[1] S3in[bL] -b*C[1] Sink[b L] == O}
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Sedaj je mogoCe iz tretje ali Cetrte enacbe Se eno izmed preostalih dveh konstant izraziti z drugo
(postopek dolocitve konstant je identiCen postopku pri Gaussovi eliminaciji, ko je sistem Ze preveden v
trikotno oliko), npr.:

Inf51]:= tretja = Solwe[pogoji[[3]1]1, CL[3]11 j
-C[1l] Cos[bL] -C[1] Cosh[b L]
= C[a
el {{ 51~ din[b L] + 3inh[b L] }} j

Vse, s konstanto C[1] izraZene konstante, je sedaj potrebno upostevati v funkciji lastne nihajne oblike.
Ker reSitev za C[4] vsebuje Se C[3], se ngjprej upcstevata zvezi za C[2] (shranjena podimenom prva)
in C[4] (shranjena podimenom druga), na koncu pa Se dodatno resitev za C[ 3] (shranjena podimenom
tretja):
nfEz]= wix ] =wlx] /. {prval[[l1, 1]], druga[[1, 1]]1} /.
tretjal[1, 111

=

P |

out[Ez]= C[1l] Cos[bx]-C[1l] Cosh[b=x] +
(-C[l] Caz[b L] -C[1l] Cosh[bL]) 3in[bx]
in[b L] + 3inh[b L]
(-C[l] Caz[b L] -C[1] Cosh[bL]) Sinh[b=]
3in[b L] + 3inh[b L]

Izraz se lahko tudi poskusi poencstaviti z ukazom Smplify[izraz] , vendar brez posebnega uspeha:
)= Simplify[w[x]] 7]

Outfs2]= (C[1] (Cos[bx] Sin[b L] - g

Coz[b L] Sin[bx] + Cos[bx] Sinh[b L] -
Cosh[bx] (3in[b L] + Sinh[b L]} + Cos[b L] Sinh[bx] +
Cosh[bL] (-3in[b=] + Sinh[bx]11) {

(Sin[b L]+ Sinh[b L])

Pred izrisom posameznih lastni nihajinih olik je morda smiselno funkcije Se urediti tako, da se
updcsteva, da se v bistvu pasamezne nihajne oblike razlikujejo zgolj po kaeficientu b, ki paje funkcija
pripadajajoce lastne frekvence, in zato se najprej zapiSe ta zveza:

_

o m
InfG4):= B = e —
EI

1A

[ wi ] 1l/4
Ot [54]=

nato pa Se upcsteva, da lastna frekvenca w ni samo ena ter da so reSitve zanje shranjene v
spremenljivki z imenom omege:
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In[55]:= B = PowerExpand[B f. o — omege ] j_
1.8751 4.69409  7,.85476
Out[55]= { N L . T r
10,9955 14,1372 17.2788 }
L L L

Sedaj je mogoce posamezne nihajne oblike tudi izpisati, in npr. prva nihajna oblika je tako:
InfEE= wlx] F. b= B[[1]1]

1.8751 % 1.8751 % T
Out[EE]= C[L] Cos T] ~C[1] cnsn[T -

-+

. 1.8751x
0.734096 C[1] sln[—]

. 1.875l%
0.734096 C[1] slnh[—]

Dobljeno funkcijo je mogoce tudi izrisati, za vrednost dolZine pa je za izris potrebno izbrati neko
vrednost, (npr. 1). Ker gre zanihgino ohbiko, velikost konstante C[1] ni pomembna (vse doKer je od
ni¢ razli¢na) in se uposteva npr. kot 1. Prva nihajna oblika je tako:

7= Plot[wix] §. {C[1]1—=1, b B[[1]11}/. L= 1, {x, 0, 1}]; j_

S primerno Do[] zanko pa je mogo&e celo izpisati (z ukazom Print[argument]) in izrisati nekaj prvih
lastnih nihajnih oblik (prikazane so zgolj prve tri nihajne oblike, ¢eprav prikazani niz ukazov dejansko
izvede izris vseh prvi Sest nihajnih oHdik):
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-

In[52]:= Do[Print[w[x] /. b—=B[[11]1]:
Plot[w[x] 7. {C[1] =1, b= B[[i]]1}/.- L—=1, {x, 0, 1}],

{i, 1, 631; |
1.8751 % 1.8751 % T
C[l] Cos —] ~C[1] Ensh[— _
L L

. 1.8751x
0.734096 C[1] sln[—] +

1 1.875lx
0.734096 C[1] Slnh[f]

4.69409 % 4.69409 % T
Cll] CDS[—] ~C[L] Cnsh[— -
L
[ 4.69409%
1.01847 C[1] sln[—] N
L 4.69409 %
1.01847 C[1] slnh[—L ]
E —
1.5
1
o_5
o_z o_43 o6 ] 1
-0.5
-1
=1l.5
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7.85476 % 7.85476 % E
C[1] Cos —] ~C[1] Cnsh[f _
[ 7.85476 %
0.999224C[1] sln[—] +
[ 7.85476 %
0.999224C[1] slnh[—]
1
a.5
n.z .4 l:l.lﬁ a.s 1
-0.5
-1
=1.5
-z

NALOGE ZA SAMOSTOJNO DELO

1. Poi&¢i karakteristicno enacbo ter lastne frekvence obojestransko polnovpetega nosilca dolzine L

RESITVE

22 [(~1+ Cogb L) TosHb L))

_223733 [El  ~ _6L. 67 SE{/E 120 Q03 Bl 199.859q [EI
L m m L m

_ 416.991q [EIl = _ 555 165#5 _713. 079q [El 890.732#@
L* m m L* m

2. Pois¢i karakteristino enacbo ter lastne frekvence nosilca dolzine L, ki je na levi polno vpet, na
desni pa ¢lenkasto prikljucen

RESITVE

2°* (- CosHb L) Bin(b L)+ Cogb L )Sinh(b L))

L2 m © L2

L2 m 4 L2 m

_272. 031q/ El _385 531q/7 518 TTRE - 671.75q [El
m 2T m
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_15.4182_|El =49.9649q/E 0)3:104.24 El w _178.27_|EI
m




