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POGLAVJE I

I1.6 Polinomi in trigonometri¢ne funkcije kot interpolacijske funkcije

1. Izbira polinomskih in trigonometricnih funkcij
2. Izracun posploSene mase, posplosene togosti in posploSene geometrijske togosti
3. Izracun lastne frekvence ter kriticne uklonske sile

1. Izbira polinomskih in trigonometri¢nih funkecij

Prejs$nji podpoglavji sta pokazali, da je analitino reSevanjem diferencialne enabe pomika lastnega
pregnega nihanja zelo omejeno celo pri enostavnih konstrukcijah. Zato se pri izraCunu priblizka lastne
frekvence namesto matemati¢no popolnoma natan¢ne reSitve uporabljajo smiselno izbrane funkcije (ki
seveda ne ustrezajo popolnoma diferencialni enacbi oz. njeni reSitvi, vendar zaradi svoje relativne
enostavnosti omogocajo izratun dovolj kvalitetnih priblizkov pre¢nih pomikov in posledi¢no lastnih
frekvenc). Kot takSne zelo primerne interpolacijske funkcije se izkaZejo polinomi, v nekaterih
situacijah pa tudi trigonometri¢ne funkcije.

V tem podavju bo analizirana konzola iz vaje 10 (http://www.geocities.com/mcsDISK/el0.pdf) in
zato se tudi datoteka opremi z tem naslovom. Ker pa bo prikazanih ve¢ razli¢nih interpolacijskih
funkcij, se doda Se podresliov.

Kot prva se izbere naj preprostejSa Se uparabna palinomska interpoladj ska funkcija— popdni polinom
drugega reda oz. kvadratni palinom (lineana funkcija pomikov namre¢ ni uporabna, saj je zmoZna
opisati pomike zgolj kot pomike togega telesa).

Splosni palinom se lahko zapiSe kar na nacin, ki je uporabniku najpreprostejsi, torej z zapisom vsake
konstante posebej (v nadalj evanju pa bo prikazan tudi elegantnejSi zapis splosnega polinoma):

Vaja 10 ]

m Prva funkcija ]
nil= ¥1[x ] :=al+a2x+a3x ; ]

Ker v funkciji nastopajo tri neznane konstante, se lahko upastevajo zgolj trije kinemati¢ni pogoji (dva
na zaCetku, torej na mestu vpetja, kjer je tudi izhodiS€e koordinatnega sistema, ter nenicelni pogoj (ki
zagotavlja neni¢elno resitev), npr. pomik na prostem koncu korzole (namesto te najbalj ogitne in
logi¢ne lokacije bi se lahko upaabilatud kaksna druga, razen na mestu vpetja, kjer bi se definiral nek,
od ni¢ razli¢en zasuk):

In[z]:= resitre = Solve[{L1[0] == 0, »1°[0] ==0, »1[L] ==1},
fal, a?, ai}]

ok

7 |

Out[2]= {{33-} %, al =0, aZ - n}}

Izraunane vrednosti je potrebno $e dodeliti Se vednoneznanim konstantam:
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In[= al=alf.resitwve[[1]]:
ar=a2f.resitve[[1]]:
ad=aif.re=sitve[[1]]:

kar vodi do zelo enastavne funkcije pomika:

infl= $1[x] ]

oufels

Zaradi kasnejSe laZje grafi¢ne predstavitve razli¢nih interpolacijskih funkcij se sedaj pridobljena
funkcijaizriSe, npr. v svetlo modri barvi (z opcijo PlotStyle->RGBColor[0,1,1]), slika pa se shrani v
ustrezno spremenljivko, npr. funkcijal.

InFl:= funkcijal =PFlot[1[x] Ff. L -= 1, {x, 0, 1},
PlotStyle -- RGBColor[D, 1, 1]]:

=

2. Izracun posploSene mase, posploSene togosti in posploSene geometrijske togosti

Za izbrano funkcijo se sedaj lahko izraCunajo posploSena masa:

LA

L 2
In2]= mz = J; mPplix]” dx

. Lm
it Z —
5

| I T |

paospl oSena togost

L
In[@):= Kz = J; ET 917 [x]° dx ]

_ 4EI
e
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ter posploSena geometrijska togost zaradi koncentrirane vertikalne sile Pyq na vrhu korstrukcije, ki
povzroca konstantno tla¢no osno silo Py« (vzdolZ celotne konstrukcije):

L
In[10]:= ke = J; Pukl #1 ' [x]° dx ]
d Pkl j
Out[10]=
aL

3. Izracun lastne frekvence ter kriti¢ne uklonske sile

S pomocjo pridobljenih vrednosti (zapisanih sicer v obliki analiti¢nih izrazov) je mogoce izraCunati
priblizek kriti¢ne uklonske sile (ker dgjansko ne gre za reSitev diferencialne enaébe, bo ta vrednost
tako zgolj priblizek resitve, dobljene z reSevanjem diferencialne ena¢be):

In[11]:= H[Solwe[kz - kg == 0, Pukl]] ]

ut[11]= {{Pu}:l—} S'LEEI }} j

ter priblizek prve lastne kroZne frekvence (namesto znaka za koren iz menije se kar lahko uporabi ukaz
Sgrt[ argument] :

k
In[12]:= H[Sqrt[Ez]]

17

A1

EI
o[z 4.47214 | -
Létm

IzraCuna pa se lahko Se posploSena obteZba, potrebna za €asovni izraCun odziva z diferencialno enacbo
po Casu;

In[13]:= P2 = ‘L‘Lqﬂll[x] dx ]

Out[13] L j
it [ —
3

Ker za splosno konstrukcijo analiti¢ni izrazi za lastno frekvenco in kriti¢no uklonsko silo obi¢ajno niso
znani (kot so slu¢ajno sedaj), je mogoce o kvaliteti dobljenih dveh izrazov soditi le na osnovi
primerjave rezltatov z drugo interpolacijsko funkcijo ali morebitnim izratunom z drugaénim
rac¢unskim modelom (npr. z metodo kon¢nih elementov).

Ker je ocitno, da je mogoce poleg Ze uporabljenih robnih pogojev upostevati $e¢ nekatere druge (npr.,
da je upagibni moment na prostem koncu konzole enak nig), se zato ponovno poi$¢e nova
interpolacijska funkcija, npr. spet v obliki painoma.

Da se ohrani tudi prvafunkcija, se kot neznane konstante izberejo npr. b 1, by,....
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m Druga funkcija
n14]= #2[x ] :=bl+h2x+b3x + bdx"3; 3

resitwe = Solve[{P2[0] == 0, ¥2°[0] == 0, $2[L] ==1, #©2''[L] == 0}

, {bl, b2, b3, hi}l]:

hi=bl/. resitve[[1]];

h? =h2 f. resitve[[1]];

bh3i=h3/. resitve[[1]];

hi=-hd f. resitve[[1]]: i

Funkcijaje tako:
In[z0]:= ¥ [x] j
- 3xt w? j
it S —
o] 2L 2Lz

oziroma zapisana v bdj kompaktni obliki:
In[21]:= Simplify[%]

(3L -x) x* :

mut[z1]= 5

Za boljSo predstavo o novi funkciji si je primerno e izrisati njeno sliko (npr. v svetlo vijoli¢ni barvi):
In[22]:= funkcija? = Plot[92[x] /. L -= 1, {x, 0, 1}, 3
Plot5tyle —= BGBColor[1, 0, 1]]:

1} =

0 z 0 4 0 6 0 & J. N
ki pa, vsaj na prvi pogled, ne izkazuje nobenega bistvenega odstopanja glede na prvo funkcijo in zato
se izratunajo Se vsi pripadajo¢i posploseni dinami¢ni parametri, ki nudijo dodaten, bolj kriti¢en,
natan&en in oljektiven vpogled v uspednost 0z. neuspesnaost izbrane funkcije:
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I, =]
In[23]= M2 = m P2 [:h:]2 dx
~h
kz = EI 27 [x]" dx
~h
= Pukl #2 '[x]" dx
K

7 |

Q23] 33Llm
it =
140 i
_ 3EI 3
Ot [24]= I |
ot [25] 6 Pukl 3
it =
3L

Nato se lahko izraCunajo Se kriticna uklonska sila, priblizek prve lastne frekvence ter posplosena
obtezba:

In[z6]= H[Solwe[kz - ke == 0, Pukl]]

W[sat[ = ]]

-

pz = -[;L;EIE [x] dx

7 |

Ot [26]= {{Pu}:l—} E'IfEEI }}

1A

ET
OutEF]E 3.56753 ] ——
Ltm

1A

Out (28] 3L
it = —
5

Iz primerjave rezultatov obeh funkcij je o€itno, da je sedaj dobljeni priblizek prve lastne frekvence
o¢itno boljsi (saj je manjsi), kar jasno potrjuje tudi primerjava z (slu¢ajno) znanim analiti¢nim izrazom

. / El . .
iz literature w =3516 + 0z. numeri¢no pridobljeno vrednostjo w=3.5160 El T iz
mLL m [

podpalavjall.5.
Boljsi je tudi priblizek kriticne uklonske sile (korektna vrednost namre¢ znaSa

=P, =T5[§' =2'4fZEE'), kar je podledica dejstva, da je bila izbrana kvaliteingiza
interpolacijska funkcija.

N

Brez primerjave rezultatov z znanima analiti¢nima izrazoma bi se na osnovi primerjave vrednasti obeh
funkcij zgolj zaznal premik rezultatov k to¢nim vrednostim, zaradi relativno velikih radik med
rezultati obeh funkcij (17 % za frekvenco oz. 20 % za kriti¢no uklonsko silo) pa Se vedno @ ne bi bilo
mogod&e oceniti uspednosti druge interpoladjske funkceije.
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Ker pa je na razpolago $e ena informacija, ki velja med nihanjem (pre¢na sila na prostem koncu je
enaka ni¢), se lahko rezultat Se posku3a izbdjSati z novo interpolacijsko funkcijo, ki bo sicer spet
polinom, ampak vi§ega reda.

Ceprav je mogo&e definirati polinom s tudi pristopam, uparabljenim pri prvih dveh funkcijah, bo sedaj
iz demonstracijskih razlogov polinom kreiran drugace.

Tako se najprel kreirata spremenljivka polinom, v katero bodo shranjeni ¢leni polinoma, ter
spremenljivka neznanke, torej niz (vektor), v katerega se v zanki zapiSejo vse nemanke — konstante,
ozna¢ene npr. z K[0], K[1], K[2],...:

m Tretja funkcija ]
In[29]:= polinom = 0;
neznanke = Tahle[K[i], {i, 0, 14}]:

Seda] se v spremenljivko polinom (ki mora Ze obvezno imeti zaCetno vrednost, torej mora biti
definirana) v zanki dodajo vsi ¢leni polinoma, kar se kompaktno (v naCinu sintakse jezika C++) zapiSe
kot polinom+=KJi] xNi, kar je enako kat polinom= polinom + K[i] xMi:

Infz1]:= Do[polinom += K[i] x*i, {i, 0, 4}] j
Sedg) je potrebno Se definirati tretjo interpoladj sko funkcijo kat:

(2= ¥3[x_] = polinom ]

Dutpzls E[0] +xK[1] + x"K[2] +x  E[3] +x* E[4] i]
Neznane konstante se spet izracunajo s pomocjo reSitve sistema linearnih enacb:

In[z3]= resitwve = Solve[{$3[0] == 0, $3'[0] == 0, $3[L] ==1, ¥3' '[L] == 0, |
#3'''[L] == 0}, neznanke]

7 |

) 2 4 1
oupde {{K12] - =/ KI0] >0, K[1] + 0, K[3] > - —, K[4] » ﬁ}}

Izratunane vrednosti je potrebno e dodeliti konstantam, kar se sedaj lahkoizvede zdo elegantno kar v
zanki:

n(z4)= Do[K[i] = K[1] /. resitve[[1]], {i, 0, 4}]1: j

Novainterpoladjskafunkcijaje tako:

n[s]= w3 [x] ]
2%t ax? wt j
Ot [25]= - +
Li  3L* 3L4

44 I1.6 — Polinomi in trigonometri¢ne funkcije kot interpolacijske funkcije



Mathematica v dinamiki in stabilnosti konstr ukcij

Njena slika je spet podobra slikama prejsnjih dveh funkcij (ker barva izrisa ni posebegl podana, bo
izrisana v osnovni, ¢rni barvi):
In[36]:= funkcija3 = Plot[#3[x] . L -= 1, {x, 0, 1}]: j

1} 3

Ker ni opaziti nobene olitne anomalije pridobljene funkcije, se zato izraCunajo $e pripadajoci
posploSeni dinami¢ni parametri, ki so:

In[37]:= MZ = ;Lm 3[x]° dx )
kz = ;L ET 93" [x]° dx
ky = ;LPukl 3 ' [x]° dx
- 104Ln E
405 1
— 16EI 3
5 L2 1
— g Pukl E
7L il

Kriti¢na uklonska sila, priblizek prve lastne frekvence ter posploSena obteZba, ki pa predstavljajo
pravo merilo uspesnaosti nove funkcije, pa so:
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n[0]:= H[Solwve[Kz - ki == 0, Pukl]] 7]
kz
H[Sqrt[ ——
St [22]]
L
pz = J; 03[x] dx
) 2.8EI 3
Out [40]= {{Pu}:l—} - }} _
o
Il' EI
Out[41]= 3.53009 | ——
Lim ]
2L -
T ) p—
5 i

Iz primerjave rezultatov vseh funkcij je o€itno, da je sedaj dobljeni priblizek prve lastne frekvence
o¢itno $e boljsi (saj je manji, ampak zgolj samo Se zal % glede na prejsnji reaultat), kar potrjuje tudi
primerjava z znanim analiti¢nim izrazom (ki pa seveda v splosnem ni znan).

Nasprotno pa je priblizek kriti¢ne uklonske sile nekoliko slabsi (12 %, a Se vedno boljsi kot pri prvi
funkciji), kar je posledica dejstva, da pre¢na sila na koncu konzole med uklonom ni enaka nic.

To tako pdrjuje mnano dgjstvo, da sta funkciji preénega pomika za raéun dinami¢nega odziva (lastne
frekvence) in uklonskih problemov dejansko razli¢ni, saj sta tudi dobljeni kot reSitvi dveh razli¢nih
diferencialnih enacb.

Ce se Zeli poiskati kvalitetnejsa funkcija za ra¢un uklona, je potrebno upostevati, da zaradi izklju¢no
vertikalne obteZbe pri uklonu ne nastopi horizontalna reakcija in je zato posledi¢no pre¢na sila torej

enaka ni¢ na zacetku konzole (vpetem delu), kar se upoSteva kot robni pogoj pri Cetrti interpolacijski
funkciji:

Spet se definira vektor neznanih korstant, tokrat npr. M[0], M[1], M[2],..., da se ohranijo definirane
vrednosti konstant K[0], K[1], K[2].....

m Cetrta funkcija - posebej za iskanje kriticne uklonske sile

In[43]:= polinom = 0; 1]

neznanke = Table[M[i], {i, 0, 4}];
Do[polinom += M[i] x*i, {i, 0, 4}]

¥#[x ] = polinom

Dutie]= M[0] +x M[1] +x" M[2] +x M[3] +x* M[4] ]

Na osnovi robnih pogojev se poiscejo Se neznane konstante:
In[47]:= resitve = Solwve[{#1[0] == 0, #1°[0] == 0, #4[L] == 1,
w''[L]==0,¥""'[0] ==0}, neznanke]:
Do[M[i] = M[i] /. resitve[[1]], {i, O, 11];
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in interpolacijska funkcijaje tako:

In[49]:= @1 [x] j
6=’ xt j
Out[49)r —— - ——
ELE 5 L%

Njenaslikaje (narisana npr. v svetlo zdeni barvi):
InfE0]:= funkcijad = Plot[#d[x] f. L -= 1, {x, 0, 1}, PlotRange -= All,
PlotStyle -- RGBColor[0.5, 0.8, 0.2]]:

Tudi ta slika se bistveno ne razlikuje od prej$njih in njej pripadajo¢i posploSeni dinami¢ni parametri
SO:

L ok
nE1])= m2 = | med[x]® dx
.
kz = EI &7 [x]° dx
;)
= 1 ' [x] dx
N
1763 Ln 3
out[s1]=
575 |
EI 2
Out[52]=
5 L2 |
aa 3
out[53]=
5L J

Glede na dejstvo, da so bili upoStevani robni pogoji, ki ustrezajo situaciji pri nastanku kriti¢ne
uklonske sile, je smiselno pri¢akovati do sedaj najboljsi priblizek kriti¢ne uklonske sile:
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Inff4]:= Solwe[kz - osna kg == 0, osnal]

]
oster {{omma 71} j
]
]

ZabadljSo predstavo je potrebno pretvoriti Se ulomek:
In[55]:= H[%]

2.47059EI
— !

Ot [55]= {{Dsna = =

kar potrdi predpostavko, saj napaka glede na znano analiti¢no resitev znaSa zgolj Se 0.15 %.

Hkrati pa je mogoce tudi pri¢akovati, da dobljeni priblizek lastne frekvence ne bo rejboljSi izmed vseh
do sedg izraunanih:

k
In[56]:= H[Sqrt [ Ez ] ]

7 |

EI
out[EEl= 3. 70433, ] ——
Létm

kar se tudi izkaze kot korektno (napaka znaSa Se vedno sprejemljivih 5.4 %).

Pripadajoca vrednost posploSene obtezbe pa je:

L
In[57]:= P2 = J; B [x] dx ]
9L j
14 [y C—
25

Do sedg se je izkazalo, da upaaba poinomov vi§ega reda, seveda ob upaabi ustreznih robnh
pogojev, vodi do kvalitetnejSih reSitev, kar je seveda bilo popolnoma pri¢akovano, saj polinom vi§jega
reda lahko predstavlja boljsi priblizek korektni reSitvi diferencialne enatbe (ki pa jo deansko
predstavljajo trigonometri¢ni izrazi).

Zato se kot naslednja funkcija uparabi Se nepopdni polinom vi§ega reda in neznane konstante so
tokrat npr. L[1], L[2],....

m Peta funkcija - polinom visjega reda ]
In[E2]:= polinom = 0;
neznanke = Table[L[i], {i, 1, 4}1;

Pri izbiri ¢lenov se npr. izpusti konstantni ¢len:

InfG0]:= Do[polinom += L[] x*i, fi, 1, 4}] j
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in tako sledi nepopdni palinom 4. reda:
1= $5[%x ] = polinom )

ot}  L[1] +xS L[2] +x° L[3] +xtL4] j

Za dologitev neznanih konstant se uporabijo tisti pogoji, ki so do seda vodili v splosnem do
najkvalitetnejSih priblizkov obeh iskanih veli¢in (v drugi funkciji):

In[iZ]:= resitve = Solve[{@5[0] == 0, ¥5°[0] == 0, ¥5[L] == 1,
¥5' '[L] == 0}, neznanke]

ok

|

Solwe: iswvars : Efquations may not

giwve solutions for all "solwe" wariables.

I 105
Out[B2]= {{L[E]—} ot VLA L8] s - - S LL14], L[] —}D}}

L*

vendar Mathematica sedaj ne more poiskati enoli¢ne resitve, kar napise tudi v opozorilu, hkrati pa je to
razvidnotudi iz reaultata, sg resitev za L[2] vsebuje tud L[4]. Razog za probleme ni v Mathematici,
ampak v slabo izbranem polinomu, saj odsotnost linearnega ¢lena vodi do prvega pogoja v obliki 0=0,
v katerem pa ne nastopajo neznane konstante in so tako v bistvu definirane zgolj tri enacbe s $tirimi
neznankami.

Pri izbiri nepopdnih polinomov je torgj potrebna posebna previdnast.

Ker je znano, da dejanske resitve diferencialne enacbe pomikov vsebujejo trigonometri¢ne funkcije, se
kot Sesta interpolacijska funkcija uparabi resitev, ki jo sestavljajo zgolj trigonometri¢ne funkcije
(Ceprav je mogoce brez teZav kombinirati tudi polinome in trigonometri¢ne funkcije).
Pri izbiri ¢lenov Sinus in cosinus je potrebno sedaj paziti, da se izbereta taka, ki zgolj nara$¢ata proti
prostemu korcu konzole, npr. taksna, ki na koncu intervala doseZeta svoj maksimum:

m Sesta funkcija - trigonometricna funkcija

In[Ea]:= @6 [x ] 151 []"r 1":] 2 C []"r x] 35'1111[“ x]
n = X =C i1n)| — — + C o] — — | +C 1 —_ +
- 2 L 2 L 2 L

m X
E4Cush[— —]:
2 L
Spet se uparabij o najuspednejsi robn pogoji:

In[i4):= resitve = Solve[{#6[0] == 0, ¥6°[0] == 0, $6[L] == 1,
W6' ' [L]==0}%, {cl, c2, c3, c4}]

A1

oupsr {2 — (-secn| 2| ~tam[ Z]),

cq_}é (Sech[%] +Ta:ﬂ1[g”; cl_}é; c3—}—%}}

ki tokrat vodijo doreSitev, ki pasejih Se paskusi nekoliko pcenocstaviti:
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In[G5]:= Simplify[resitwve] j_

Dut[E5]= {{cz-} -é Sech[ %] (1 +Sinh[g”;

.:4_}% (Sech[%l +Ta.nh[%”; cl_}%; c3—}-é}}

vendar brezuspesno. Zato se izraGunane vrednosti kar dodeli konstantam:
In[6]:= c1=c1f.resitwe[[1]]
c2=c2f.re=zitve[[1]1]:
c3i=c3if.resitve[[1]]:
cd=cdf.re=sitve[[1]1]:

in funkcijadol obliko:
In[F0]:= ¥ [x]

1 T 1 T ]
Out[f0]= — Sln[— - — Sinh| —| +

2 2L 2 2L

1

Ems[%] (—Sech[%] —Ta.nh’% j .

~ cosn| 22| (secn[ Z | +ann[ Z )]

ki pa se lahko Se nekoliko pcenastavi:

nF1l= W6 [x]] ]
1.5708 % 1.5708 %
Out[1]= —0.657545 n:-:.s[—] +0.657845 n:-:.sn[T +
[ 1.5708x . l.5708%
0.55111’ ]-D.ESlnh[—]
L L

Poenostavitev pa seveda ne vpliva na izris funkcije (npr. v vijoli¢ni barvi):

50 I1.6 — Polinomi in trigonometri¢ne funkcije kot interpolacijske funkcije



Mathematica v dinamiki in stabilnosti konstr ukcij

-1

In[f2z]= funkcijabé = Plot[@e[x] f. L -= 1, {x, 0, 1},
Plot5tyle -- BGBColor[0.5, 0, 1]]:

1}

Ker je slika funkcije o€itno podobne prej$njim, po Ze ustaljenem vzorcu sledi izratun posploSene
mase, posploSene togosti ter posplo$ene geometrijske togosti, vendar ogitno Mathematica naleti na
nepri¢akovane teZave pri izraCunu posploSene mase, saj naleti na nedolo¢eni oz. nedefinirani ¢len, na
kar opazori tudi z izpisom Indeter minate:

l-\.L =]
nFi=mz = | m6[x]® dx
1]
kz = | EI @6 [x]° dx
1]
kg = | Pukl @6 ' [x]° dx
M

Out[f3]= Indeterminate

[T I I T I |

EI = SEEh[i]i (QCDsh[£]+2;‘1’ |1l+5111h[£”i:|
Ot [ 4]= : ' i
128 L? 1
m(Sech[Z] +Tanh[Z]] s (7 +6 Tanh[ Z]) b
D5 Pkl | - : s i
gL la L

Problem se poskusi resiti z izratunom nedolo¢enega integrala:

I1.6 — Polinomi in trigonometri¢ne funkcije kot interpolacijske funkcije 51



Mathematica 4&5
InFEl:= mz = Integrate [m w6 [x]°, x] ]

Out[F6]= [Lm[E +2EDS’E]CDSh[E]+w—
L L 2 L
m oM X MMM
EEDSh[E—T]+4EDS[H]EDSh[E—E _
X M Mx X o Ax
flllicns[ﬁllinsh[5+H —dlliuzush[ﬁ]ﬁln[E -
M MM 4’“:':51“:“[&]
4C03h[x—ﬁ]Sin[2L]+ - t,

zsm[?] Sinh[%] +EDS[?] Sinh[] +Sinh[?] -

smh[::r-ﬁ] -asm[ﬁ] Sinh’i—ﬁ ]
L 2L 2 2L

(7 oelzg]- 7 ol ]
~cos[ 22 (-seon[ 2| ~Tann[ 2 ]) +

(EI(CDS[%] —Cnsh[%]—msh[gl Sin[%] +
T

Cu:s[%] Sinh[g] —Sinh[%— T :|*2:|

ki vodi doizraza, ki pa se ga da Se krajSati 0z. poenaostaviti:
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In[F7]= mz = Simplify[m=z] j_

=]

1 Mgk M iy
Ot [F7]= aIImSEn::]:l[EI (IH+2LCDS[T] Ensh[E] + ¥ Cosh[m] -

ML -2x)

- %)
2 L ]_

]+4L EDS[%] D:sh[%

ELEDsh[
L

L+

dlLCDS[%] Cl:ush’ —

]—4LEDsh[E] sm[ﬁ -
2L 2L
X [ X _ ki

-’-lLCu:ush[;r— E] Sln[E] + A mx Slnh[E] +
stm[E] Sinhli] +LEDS[E] Sinh[m] -

L
?21.'I:L—:-::I :
—]+

ELSin[%] Sinh’ —

LSinh’%] —LSinh[;r—?]”

Sedaj se lahko izraCunata vrednost funkcije pri zgornji meji, torej pri x=L:
nfal=mzL =mz f. x—= L j

Dt [F5]=

mSech[%]z (Lor-12LCosh[ 2] +LaCoshix] + 4LorSinh[ 2] ]

g

ter Se pri spodrji meji (pri x=0):
Infa]=mzl0=mz f. x— 0 j

out[Fa)= O ]
Tako je sedaj mogoce izraCunati vrednost dolo¢enega integrala kot:

In[E0]:= m2 = mzL - mz0 j_

Ot [50]=

ms.a.:n[f]E (LH—lELEDsh[%] + L Cosh[ar) +4L:-r51nh[§]]| j

o

Nato se lahko izraCunajo Se kriticna uklonska sila, priblizek prve lastne frekvence ter posplosena
obtezba:
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In21]:= H[Solve[kz - kg == 0, Pukl]]

N[swt[ -]

L

= J; e [x] dx
Z2.55B56ET E
oap {{pax1 - 27020 ]
-

ET

Out[22]= 3.52965 _

ﬁ.|| Ltm ]
out[El]= Indeterminate ﬂ_

kjer pa spet nastopijo tezave (nedoloCenost) pri izraCunu posploSene sile. Zato se ponovno izraCuna
nedoloCeni integral:

=]

In[Z4]:= pz = J‘q!n‘i [x] dx;

ki se poenostavi, da se laZje ugotovi vzrok nedolo&enosti:
n[E5]= pz = Simplify[pz] ]

Dut[E5]= _(L SECh[E] (2 CDS[E] c.:.sh[il _

2 Cos h[M] +2|:us[_] Co h[LLH:']

[?'I.'[ + X

ECDS[—]CDSh
2L 2L

2 Cosh 2 "

]‘ o3 [ﬁ] 1“[ﬁ -

zc:.sh[;r-ﬁ]sm[ﬁ +ESin[E]Sinh[£]+
2L 2L L 2

ML - ]+

c-:s[%] Sinh[m] -45111[%] Sinh[ -

Sinh[?] —Sinh[m'—? ]]/

Z2m |Cos E -Cozsh E - Cosh E Sin E +
2L

L =-x)
s 22 s 2] -sin] 22 ]
Vrednost funkcije pri zgornji meji je tako:
InEG]= peL=pz f. x—- L j
2L gech[Z] ]
Out[26]= - :
AT
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Pri spodrji meji:
InE7]= pel=pz f. x=0 j
1
Power:infy : Infinite expression — encountered.
]
Out[E7]= Indeterminate ‘j_

pa ponov/no pride do nedoloCenosti, saj Mathematica zazna deljenje z ni¢. Zato se najprej poisce Stevec
izraza z ukazom Numer ator[izraZ] :

In[#3]= stevec = Humerator[pz] j_
Out[35]= —LSEch[—l (ECDS[—]CDSh[—]—ECDSh[@]+ ;
2 Cu:us[—] Cosh M ] —ECDS[—] Cnsh[M] -
2L 2L 2L 2L
2 Cnsh[E] 3in E] -2 Cosh [ - E] sm[ﬂ
2L 2L 2L 2
zsm[?] Sinh E] +EDS[E] Sinh[m] -
4Sin[E]Sinh M] th[—]-slnh o 2E ]
2L 2L L Jd
katerega vrednast pri zgornji meji je:
In(E9]:= stewvec f. x— 0 j_
Outfae]= 0 ﬂ_
Nato se poisce §e imenovalec izraza z ukazom Denominator[izraz]:
In[@0]:= imenovalec = Denominator [pz] j_
Out[a0]= 2 (Ens[%] —Eu:ush[ ] Eush[—] Sln[ +
cos [ 22| sur[ 2] - sam| T )
ki je prav tako enak ni¢ pri spodnji meji:
In[@1]:= imenovalec f. x— 0 j
Outfai]= 0 ﬂ

O¢itno je, da gre za nedolocenost tipa g in zao se upaabi I'Hospitalovo pravil 0. Odvod Stevca:
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In@2]:= =tewvec = D[stevec, x] j_
L sech| 3
out3)= -L Sec [El
IEDS[E] Ensh[ﬂ] xEnsh[ﬂ] ;rEn:ush[m’-ﬂ]
_ L iL L., L
L L L
HCDS[%]EDSI‘L[H—%] HCDSh[%]SiH[ﬁ]
L L
;rc-:sh[%] sm[ﬁ] ] Eﬂrlinsh[%] Sin[’;.—"‘] )
L L
27 Cos[ 2] Sinh[ 2 | ] din| 2 | Sinh (7] )
L L
zmginh| 2828 ] 3arcos[ 22 ] ginh | 2800
FL _ FL FL _
L L
m3in[ &%) ginh[ 22| wCos[Z2] Sinh[M]
IL FL _ FL FL
L L
::rsm[%] Sinh[;r—%]
L
je naspodrji meji: o
In[@2]:= stevec f. x— 0 j_
out[az]= 0 ﬂ_

Se vedno enak ni¢. Pois¢e se Se odvod imenovalca:

n[@4]= imenovalec = D[imenovalec, x] ]
:’TCDS[E] Cnsh[ﬂ] :&'Eu:nsh[n':l"”:'] E
o= 2 |- £L t ., L _
2L 2L
mEin] XX | ] main[ 28 | inh[ 2] ] r Finh [ 2 |
2L 2L 21,

ki pa je prav tako enak ni¢:

In[@5]:= imenovalec f. x— 0 j]

out[@s)= 0 ﬂ
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Ker gre ponovno za nedolo¢enost enakega tipa, se Se enkrat uporabi 1"'Hospitalovo pravilo. Izrac¢una se
ponovni odvod Stevca

In[@6]:= stevec = D[stevec, x]: j

| zpis ni zanimiv, saj je pomembna zgolj diskretna vrednost pri x=0, ki pa tokrat ni enaka ni¢:
In[@7]= stevec f. x— 0 j
£ -
2rtCosh[ 2]t aipn

A
outp7]= -L SEEh[EI - - - —

Poiskati je potrebno e odvodimenovalca

In[@2]:= imenovalec = D[imenovalec, x]: j

Tudi ta izpis ni zanimiv, saj je pomembna zgolj diskretna vrednost pri x=0. Tudi ta je od ni¢ razli¢na:

In[@2]:= imenovalec f. x— 0 j
P m
i y Slnh[?]
Out[@9]= 2 |- -
2Lt 2 Lt

kar omogo¢i izradun vrednosti integrala tudi pri spodnji meji:

In[100]:= stewec fimenovalec f. Xx—= 0 j_
3
L Sech[ﬂ] in Cosh[ 2] _ it inngn)
3 Lé LE
out[i0o]= - - —
2o | a7 Ei"'h[?]
sLE PLE

Vedino Elenov zgornjega izraza je mogoce kar izvrednditi:
In[01]:= H[%] j

outpiot}= -0.63662 L 3

Reaultat se lahko shrani:

In[102]:= pzl =% j_
out[i0z]= —0.63662 L i
kar (kon¢no) vodi do posploSene obtezbe:

In[103]:= p2 = H[pzL - pz0] j_
Out[ins]= 0. 382903 L ]
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Ceprav je sedanja izbira (trigonometri¢ne interpolacijske) funkcije Ze jasno pokazala slabosti taksne
odlocitve (kljub najve¢ vlozenega dela ne sledijo najboljsi rezultati), je potrebno opozoriti Se na drugo
slabost izbire trigonometri¢nih funkcij. Medtem kot pri polinomih jasno, kateri red polinoma izbrati
(Stevilo uporabljenih robnih pagojev in morebitnih poggev zveznosti jasno definirared pdinoma), je
pri istem Stevilu informacij pri trigonometri¢nih interpolacijskih funkcijah mogoce izbrati razli¢ne
¢lene, kar vodi do razli¢no uspesnih funkcij.

Medtem ko so se ¢leni Seste interpolacijske funkcije smiselno izbrali tako, da so naras¢ali proti
prostemu koncu konzole, se na to dejstvo pri izbiri sedme interpolacijske funkcije ne bo ve¢ oziralo,
kar bo pri¢akovano vodilo do najslabsih rezultatov. Ena izmed moznih funkcij je tako np.:

m Sedma funkcija - trigonometricha funkcija

X X X
n[104]= $T[x ] :=dl Sin[;n: f] + d2? Cos []'1.' f] +d3 Sin]l[;rt f] +

X
dd Co=sh — |-
oS [;n:L]

Po Ze ustaljenem postopku se zanjo pois¢ejo vrednosti konstant:
In[105]:= resitwre = Solve [{HT[0] == 0, ¥T°[0] == 0, &7[L]
$1''[L] ==0}, {dl, a2, d3, d4}]

1}

1]

[
-

7 |

1
Out[105]= {{dl—} ~ (Coth[x] -Cschix]),

a3 s (-Coth[m] + Cschlm]), d2 1o l}}
-~ — [(-Cath[m] + Cach[am - - - —
2 ’ 2’ 2

ki se najprej poenostavijo:

In[106]:= resitwe = Simplify[resitve] )
1 M 1 M 1 1

Out[106]= {{dl—} > Ta.nh[E] ;43 Ta.nh’E] ;A2 -, ddo E}} j

nato pa dodelijo samim konstantam:

In[107]= d1=A1f.resitve[[1]1]:
d2=127 . resitve[[1]];
d3=d3f.resitve[[1]]:
dd=l17 resitve[[1]];

Funkcijaje tako:

In[111]:= @7 [x] i
1 M 1 T

out[i11]s —— Cns[— + — En:ush[— +
2 L 2 L
1

~ sin[ 2% ] an| 2] - 2 simn] 22X | Tann [ 2
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Nekatere Clene je mogoce Se izvrednotiti:
In[112]:= W& [x]1]

5. 14159 % 5. 14150 %
ut = =L. o ———— | + U. as —_— |+
Out[112]= -0.5C [ ] 0.5C h[ ]
L
[ 3.14159% . 3.14159%
0.458576 sln[ —] _0.453576 slnh[ ——

Pravo predstavo ofunkciji pa seveda nudi njen izris (npr. v oranzni barvi):
In[112]:= funkcija? = Plot[©7[x] /. L -= 1, {x, 0, 1},
Plot5tyle —=- RGBColor[1, 0.5, 0]]:

Ceprav je mogode Ze kar na osnovi slike (inZenirski pristop) soditi o (pri¢akovani ne)primernosti
funkcije, se vseeno poskusijo (matemati¢ni dokaz) izraunati koeficienti, ki omogocajo izracun lastne
frekvence in kriti¢ne uklonske sile, ki pa predstavljajo popolnoma objektivno analizo primernosti ali

neprimernasti posamezne funkcije.

Izpis posameznega Clena sicer ni zanimiv, je pa nujno potreben, saj v primeru uporabe podpicja na
koncu ukaza Mathematica ne bo izpisala niti opozorila o morebitni nedologenosti izraza, kar bo
onemogocilo zaznavanje napake oz. teZav pri izraGunu. Tako bi npr. teZavi pri izraCunu posploSene
mase in posloSene togosti ostale skriti vse do izracuna pribliZzka lastne frekvence oz. kriti¢ne uklonske

sile.

I1.6 — Polinomi in trigonometri¢ne funkcije kot interpolacijske funkcije

59



Mathematica 4&5

L 17
n[14]= mz = | me?[x]® dx
=
kz= | EI#17[x]dx
0
ki = Pukl #7'[x] dx
=N

Out[114]= (m (50Lx+sn Lot Cosh[m] +24L 7 Cosh[2] +4LmCosh[3 ] -
4Lxcnsh[3i] Sechlil _ 1z LxEnsh[Ei] SEEh[E] -
2 2 2 2
T el Mk
4L;rlinsh[—] SEEh’—] +3L;r5ech[—] -
z 2 z
Mk Mk
4L 7 Cosh[2 ] Sech[E] + L Cosh[4m] Sech[E] "
60 L Sinh[m] + 15 L Sech[g]i Sinh[r] +
l ] am ]
35L5ech[_] slnh[—] +458 L 8ink[2 7] -
2 2
ME el , Sm
ELSEch[E] sinh[2 7] —lELSEEh[E] Slnh[T] +
lELSinh[Sm:]—ELSEn:h[g]ESinh[S:n:] -

m ] 7 E R
lELSEChIE]Slnh[T]+3LSE|:h[E] Sinh[4] +

36 LTa.nh’%”:l/[256;'1:(1+I2|:|sh[:-'1:]j|_‘]

Out[115]= ComplexInfinity

out[116]= Indeterminate

Za izraCun posploSene togosti se sedaj izvede izraCun nedoloCenega integrala:
In[117]:= kz = Integrate[m 7' [x1, x]: j

ki se Se ngjpre uredi:
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In[118]:= k2 = Simplify[kz]

Out[118]= ! - |Im;1rEE SEEh[g]i
(2;r:-:+2::r:-: Cosh[m] +4LEDsh[H—E] sm[ﬁ +
L L

om
L

2mn
L

LSin[ ]+LEDS’ ]Sinh[;r]+

T ] M ] 2
4LCos| | Sinh|—| - L Sinh|x- 1]
L L L
Sedaj se lahko izraunata njegova vrednost pri zgornji meji, torej pri x=L:
In[119]:== k2L = kz f. Xx= L

W s.ecn[i]i (ZLa+ 2L aCosh[m] - 2L Sinh[m])
Out[118]= :

15 Lt

ter Se pri spodrji meji (pri x=0):
In[(1z0]:= kzD =kz f. x—= 0

Out[120]= O

T

T
1

Ker je bil sedaj izratun vrednosti integrala pri obeh mejah izveden brez numeri¢nih teZav, je mogoce

izraCunati tudi vrednost doloCenega integrala, ki predstavlja vrednost posploSene togosti:

In[iz1]:= kz = {kzL - kz0} EI

EI w Sech[%]i (ZLa+2LaCosh[m] - 2L Sinh[7])

Out[121]= T3

Tako je mogoce sedaj izraCunati vrednost priblizka prve lastne frekvence:

In[122]:= H[Sqrt [ :lz—z]]

II' EI
o[z 6.06373, ) —
L‘!

]

=]

7 |

ki pa je, kot je bilo Ze pri€¢akovano na osnovi izrisa slike, dale¢ najslabsi. Zaradi tega tudi ni smiselno

iskati priblizka vrednosti kriti¢ne uklonske sile.

Kon¢na primerjava vseh do sedaj analiziranih funkcij pa pokaze, da so si vse pravzaprav medsebojno

precej podobre (seveda z izjemo zadnje, sedme):
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In[123]:= Show[funkcijal, funkcija?, funkcija3i, funkcijad,
funkcija6, funkcijal];

1}

0.z 0.4 0.6 0.8 1 1]

Ker paje bilav prejSnjem podpalavju analiti¢no (na osnovi numeri¢no izraCunanih lastnih frekvenc)
izratunana tudi nihajna oblika, ki ustreza reitvi diferencialne enacbe, je smiselno to resitev prenesti v
sedanjo analizo in izvesti vsaj grafi¢no primerjavo. Tako sledi (po prenosu in pretvorbi izhodne vrstice

v vhodng:
m Resitev diferencialne enacbe

In[124]= $8[x 1 :=C[1]1*Cos[{1.8751040687119611%x) /L] -
C[1]*Cosh[{1.8751040687119611%x) /L] -
0.734095513758912T*C[1]*Sin[ (1. 8751040687119611%x) /

L] + 0.7340955137589127T*C[1]*

Sinh[{1.8751040687119611%x} /L]

Ki se lahko izriSe (ker sedma interpolacijska funkcija ni ve¢ zanima, se tudi za osmo funkcijo npr.

uporabi dobro vidna oranzna barva), kot vrednacst konstante C[1] pa se upcsteva npr. vrednast 1:

In[125]:= funkcijad = Plot[#&[x] /. {L -= 1, C[1] =1}, {x, 0, 1},
PlotS5tyle - RGBColor[1, 0.5, 0]]:

-

spet
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Izris pokaZe na pomembno dejstvo (ki bi ga lahko opazili Ze pri izrisu funkcije v datoteki, kjer je bila
izpeljana), namre¢ da vrednost funkcije na prostem koncu ni enaka ni¢, temve¢ —2, kar zahteva
ponoven izris, tokrat z ustrezno korigirano vrednastjo koeficienta C[1]:

In[126]:= funkcija$ = Plot[9&[x] /. {L -= 1, C[1] = -0.5},
{x, 0, 1}, PlotStyle = RGBColor[1, 0.5, 0]];

el

o.z 0.3 0.6 o.& 1

in Sele sedg) je smiselno izrisati in primerjati vse (upaabne) interpolacijske funkcije ter dejansko
reSitev diferencialne enacbe:

In[127]:= Show[funkcijal, funkcija? , funkcija3, funkcijad,
funkcijab, funkcijab];

1t =

.z 0.3 0.6 .3 1

ki ponovno potrdi dejstvo, ki je dejansko potrjeno ze tudi z numeri¢nimi rezultati, da se lahko z
kvalitetno izbiro interpolacijskih funkcij doseze kvaliteten priblizek dejanske nihajne oblike
(amplituda ni pomembna, zgolj oblika).
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