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POGLAVJE I

I1.7 Stati¢na upogibnica kot interpolacijska funkcija

1. Izracun stati¢ne upogibnice za izbrano obtezbo
2. Izracun posploSene mase, posplosene togosti in posploSene geometrijske togosti
3. Izracun lastne frekvence ter kriticne uklonske sile

1. Izracun stati¢ne upogibnice za izbrano obtezbo

V prejsnjem podpoglavju je bilo pokazano, da se lahko do inZenirsko uporabnih vrednosti za priblizek
prve lastne frekvence in/ali kritiéne uklonske sile pride tudi brez reSevanja navadne diferencialne
enacbe, €e se uporabijo ustrezne interpolacijske funkcije (v obliki polinomov ali trigonometri¢nih vrst
ali kombinacije), ki se poiS€ejo glede na robne pogoje (ali pa tudi pogoje zveznosti) obravnavane
konstrukcije.

Kadar pa je obravnhavana konstrukcija relativno enostavna (npr. en sam element), pa je zanjo smiselno
uparabiti kar »naravne« interpoladj ske funkcij e, ki seveda avtomati¢no ustrezgo robnm pogojem - to
so upogibnice zaradi razli¢nih stati¢nih pre¢nih obtezb. Mogoce jih je najti v raznih tabelah, ali pa se
za obravnavano Kkorstrukcijo lahko tudi izpeljejo z zaporednim integriranjem obtezbe, ali pa &e je
konstrukcija stati¢no doloCena, kar z integracijo momentov.

Primer  bo tako demonstriral ~ uporabo stati¢ne upogibnice  za  vajo 10
(http://www.geocities.com/mcsDISK/el0.pdf), ki obravnava steber — korzolno korstrukcijo in zato
datoteki damo naslov Vaja 10. Prva faza analize pa obravnava stati¢no upogibnico zaradi enakomerne
zvezne obtezbe (. Zato se definira obtezba kot:

Vaja 10

m Staticna upogibnica zaradi enakomerne zvezne obtezbe ]

In[1]:= ohtezha = ; j

Pre¢ne sile sledijo z integracijo pre¢ne obteZbe, doda pa se Se integracijska konstanta:

Inz]= ¥[x ] = Inteygrate[obtezha, x] +C1 j
Outf2l= Cl+ o= ﬂ
Ker obstaja informacija o pre¢ni sili na prostem koncu konzole, je mogoe neznano konstanto dolo€iti

kar takoj, mogoce pa je vse konstante dolo¢iti tudi na koncu analize pomikov, po zadnji i ntegraciji (kot
bo storjeno tukaj). Zato se pre¢ne sile integrirajo, da se pridobi izraz za upagibni moment:

In[3]= M[x ] = Integrate[¥[x], x] +C2 j

qx
o[l C2+Clx + >
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Pri naslednji integradji, ki vodi do zasuka ¢, je potrebnointegral nagjprej deliti Se zupagibno togostjo
El (kar je v obravnavanem primeru, ko je prerez konstanten, material pahomogen, sicer mogo&e storiti
tudi pointegradji):

In[4]= @[x ] = Integrate[M[x] f/EI, x] +C3 j
CZw 4+ 2122 ! + ﬁ
Out[d]= C3 + : E
EI

Kon¢no sledi enagba upogibnice oz. pre€nega pomika po integraciji zasuka ¢:

nl= ¥[x ] = Integrate[p[x], x] +C4 ]
czxt Clx* -:1:-;‘i

Out[El= C4+ C3x + + +
ZET  6EI  24EI

Dobljena zveza velja zapadjubno korstrukcijo oz. robre pogoje. Ker pa je v obravnavanem primeru
konstrukcija konzola, se upostevajo ustrezni robni pogoji (koordinata x npr. nara$¢a od dna stebra proti
vrhu). ZapiSejo se v obliki $tirih linearnih ena¢b s &tirimi neznankami (C1, C2, C3in C4), ki seresijo z
ukazom Solve[{enache}, {neznanke}]. \V se reSitve se shranijo npr. v spremenljivko (vektor) konstante.

m Dolocitey konstant za konzolo

In[é]:= konstante = Solve[{V[L] == 0, M[L] == 0, o[0] == 0, v[0] == 0},
{C1, C2, C3, C41}]

[ |

Y

Out [5]= {{cz-} , 030,450, Clo -L q}}

Konstantam C1, C2, C3 in C4 je seda] potrebno Se dejansko dodeliti (prediagane) vrednasti,
izraGunane s sistemom enac¢b (in shranjene v spremenljivki konstante):

InFl:= €1=C1 /. konstante[[1]]
C2 = C2 /. konstante [[1]]
C3 = C3 /. konstante [[1]]
C4 - C4 /. konstante [[1]]

out[]= -L q ﬂ
— Lz q

Out[g]= - j

Out[E)= 0 ﬂ

out[i]= 0 3_
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Izpis bi bil mogo¢ tudi brez izhodnih vrstic, ¢e bi se na koncu vsake vhodne vrstice zapisalo podpicje.
Iskana upagibnica je tako:

In[11]:= w[x] j
LY gt Lagx’ wt
out[11]= a% 24 + 1
4FT 6 ET 24ET

2. Izracun posploSene mase, posploSene togosti in posploSene geometrijske togosti

Sedaj se je mogoce lotiti izraGuna pasplo3enih dinami¢nih parametrov. Posplo§ena masa m* 0z. mz je
tako:

m Dinamicni parametri
(7= mz = Integrate[mv[x]*2, {x, 0, L}] 7]
15wyt j
out[13s ——
3240 EI¢ |

posplogena togost pak” oz. kz:

In[12]:= kz = Integrate[ ELv''[x]"2, {x, 0, L}] j
LY ot

Qut[13]= 1 j
Z0EI

Ce se Zeli upostevati $e osna sila zaradi lastne teZe konstrukcije, se le ta definira kot (opomba: osne
sile ni mogoCe definirati kot N[x], saj je velika ¢rka N rezervirana za ukaz za numeri¢ni izra¢un
parametra). Ker je jasno, da bo sna silalineano updala od dra stebra, kjer je enaka mIg[L , proti

vrhu stebra, kjer je enaka ni¢, se lahko kar izratuna z ukazom za interpolacijo polinomov
InterpolatingPolynomial[ {diskretne tocke in pripadajoce vrednosti funkcije}, parameter].

In[14]= osnasila[x ] = InterpolatingPolynomial [
{{0, mgL}, {L, 0}}, x]

Out[ld]= gL m-gmx 3

Posplosena geometrijska togost zaradi lastne teZe konstrukcije je tako:

In[15]:= kglt = Integrate[osnasilafx] v'[x]"2, {x, 0, L}] j
K 3

e 222D j
160 EIE

Ce pa se Zeli poiskati posplosena geometrijska togost zaradi koncentrirane vertikalne sile Pyq na vrhu
konstrukcije, ki povzro¢a konstantno tla¢no osno silo Py, pa sledi:
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In[16]:== kgP = Integrate[Pukl v'[x] "2, {x, 0, L}] j
L7 Pukl gt j
out[1f]r ————
SR ETE

Lastna frekvenca (brez upcstevanja geometrijske togosti) je tako:

-
k=
In[17]:= = —_—
mz -
=
2 EI
(17 9, — .| —
13 Lim 1]
oziroma:
In[18]:= H[%] j

1A

EI
out[ig= 3.53009 ] ——
Lim

Lastna frekvenca (ob upoStevanju geometrijske togosti zaradi lastne teze) pa je:

o
| kz - kyglt
In[19]:= & = SilTl:_]lif}'[ & ]
ma

q |_49 , #EI
L Lim

7 |

ut[19]=

2413

Kriti¢na uklonska sila Py pa se izraduna iz Ze znanega pogoja, da sta posploSena togost in posplosena
geometrijska togost enaki (zanemarjen je del geometrijske togosti, ki pripada lastni teZi):

o= Solve[kz - kgP == 0, Pukl] ]
14ET
oo {{Puk1 > 22201 ]
oziroma:
In[21]:== H[%] j

out[21]= {{Pu}:l—} E'fEEI }} j

Pripomniti je morda Se potrebno, da se zgolj v primerih, ko je kot interpaacijska funkcija izbrana
upogibnica zaradi stati¢ne obteZbe, posploSena togost lahko alternativno izraGuna tudi s pomocjo dela
obtezbe na upogibnici:
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In[z2]= kzalt = Integrate[gqv[x], {x, 0, L}] j
L qz j
Out[22]=
- Z0EI

kar seveda vod do enakega rezultata. Ker Mathematica obi¢ajno zlahka zmore izvrednotiti integral, ki
nastopa pri sploSnem izrazu za pasploSeno togost, uporaba tega izraza ne predstavlja takdne prednosti
kot v primeru »pes« analize problema.

Ker pa je konstrukcija stati¢éno dolo¢ena, je mogoce enostavno poiskati diagram momentov in kar zgol]
z dvakratno integradjo priti do up@ibnice. Za konzolo, na vrhu olvemenjeno s koncentrirano pre¢no
silo P, tako velja:

m Staticna upogibnica zaradi sile P na vrhu

In[z3]= M[x ] =P {L - x} j_

Out[23]= P (L -x) 3_

Integradj a momenta seveda vodi do zasuka ¢:

Inz4]:= @[x ] = Integrate[M[x] /EI, x] +C3 j
P(Lx..{;] 1
Out[z4]= C5 + ——M8M8M ———
[24] + —
ponovnaintegradja pado upaibnice

inzsl= ¥[x_] = Integrate [¢[x], x] +C6 ]
Lex! Px’ j

Out[2f]= Ce+ Chx + -
2EI 6EI

za katero je potrebno Se dologiti konstanti na osnovi (zgolj) dveh robnih pogojev:
In[if]:= konstante = Solwve[{p[0] == 0, v[0] == 0}, {C5, C6}] j

Outf6]= {{C5—0, C6E— 0} 3

IzraCunane vrednosti konstant se lahko upoStevajo v funkciji pomika kar direktno brez definiranja
vrednosti posamezne konstante:

n[z7}= ¥[x_] = v[x] /. konstante[[1]] ]
LPx! Px’ j
Ot [27]= -
ZEI  6EI

kar omogoc¢i izradun posploSene mase:
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In[z2]:= mz = Integrate[mv[x] "2, {x, 0, L}] j
1117w P! j
Out[z8)r —————
4Z0EI?
kot tudi posploSene togosti (v primeru koncentrirane obteZbe celo brez integriranja):
In[z9]:= Kz = P v[L] ]
L* Pt

Ot [24]=

| I T |
1

JEI

Pospl oSena geometrijska togost pa znasa:
In[20]:= kgP = Integrate [Pukl v'[x] "2, {x, 0, L}]

Z L* PY rukl 1

R 15ETI¢

PribliZzek prve lastne frekvence je tako:

In[z1]:= &= H[ E ]

ET
Out[:]= 3.56753 ] ——
Lt

pribliZek kriti¢ne uklonske sile pa znaSa:
n[2]= H[Solve[kz - kyP == 0, Pukl]] ]

ot [32]= {{Pu}:l—} E'EEEI }} j

7 |

NALOGE ZA SAMOSTOJNO DELO

1. Pois¢i lastno frekvenco ter kriti¢no uklonsko silo zaradi trikotne zvezne obteZzbe, ki ima maksimum
na dnustebra.

2. Poisci lastno frekvenco ter kritiCno uklonsko silo za primer trikotne zvezne obtezbe, ki ima
maksimum na vrhu stebra.

3. Pois¢i lastno frekvenco ter kriti¢no uklonsko silo zaradi koncentriranega momenta na vrhu stebra
Katera izmed dobljenih reSitev vodi do najboljSega in katera do najslabSega priblizka?

RESITVE

1. w=3.633180429169 L4 P, =3.214285742857l44%
- 55

2. w=3.51714576845438 L4 Pu = 2.6954055870675:1,

3. W= 4.4721350899958]| P, =3dEL—2'
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