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POGLAVJE II 
 ����������������� !"��#��$%&��'('�'�)�� ���&���'# 

 *+,-./012324565748/98:278/:24;9</098917</62<58=8/62/0/:/842-2.;/=8589>281/ ?@ABCDEFGHIJDKBILMGNKOFJDLKBIPIFQFDEDQDIMF 
3. Iskanje lastnih frekvenc  
 
 
1. Izpeljava togostRSTRUVWRSUVXYTZS[TRT\WZS]VẐR_RS]VS[SUSRXV̀VaYS_R̂RTbVR\S 
 cdefghidjklkmdngiop qefdrhsdjtoklksonkpnqourptjgsnkjgofpvkvknmndlgdwdjdnoghpovdlg
linijskega elementa v skoraj vsaki literaturi, ki se ukvarja z dinamiko (ali vsaj statiko) konstrukcij, je xyzy{|}z|~yxy�������|�~|�|�Mathematica ponuja pri izpeljavi teh dveh matrik, smiselno ti dve ���������������������������������������������-Eulerjeve hipoteze (za vitke elemente), je funkcija ��������������v (glede na lokalni koordinatni sistem [ ] )y,L,0x( ∈ ��� ¡� ¢£¤¥¦§̈ ©̈ ¤ª§¥«©¬�¥©­�¤®̄°±²³́±µ¶· ¶̧¹®́¶º·°³·»³¼±°³½±¾µ¶·¶½¼¶¿±°»±°³À®·¿®½®Á³°³́Â®±¹́ ³³́±ÃÄ³̄ ±̧ °³Ã́³̧ ¶º®µ³Ä°³̄ÅÆÇÅÈÇÉÊËÇÌÊÇÍ 
v x x x= + ⋅ + ⋅ + ⋅α α α α1 2 3

2
4

3

 
 
V Mathematici se tako definira interpolacijska fÎÈÏÐÑÒÓÔÕÇÖÈÇ×ÓÔÉØÑÏÓÏÉËÔÉÙÑÈÉØËÕÇËÒÇ×ÓÕÇÚÓÛÆÔÕÇÒÜÈÒÑÝÔÉÚÔÉ×ÙÓÆÒÑÝÞÉÊÑÙÑÔÕÑÏÓÅÓÈÑËÎÚÑÚÕÎ×ÓÖÈÑÈÓÖÑÈÑÚÇßÑÈÑÕÓÈÒÓÔÉÔÉÙÈÑÝÔÉÙÑÈÉØÉÆàÍ 

 
 
Konstante 4321 ,,, αααα áâãäåæçæèéêæãáæëæèêæìæíîéïáæðæêäñæòó áæëéôæñéîòâãõôæññ
prostostnih stopnjah (zaradi podobnosti nekaterih simbolov Mathematica izpiše opozorilo o morebitni îâáâôéöôéáâîäñáçéñâîâéòìâèõî÷ø 
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 ������������������������ ���! 

 
 "#$#%&'('$')*+,--.,/0+*1*/ interpolacijskih funkcij, ki pripadajo vsem štirim prostostnim stopnjam, 
se definira vektor, ki zajame vse te prostostne stopnje: 

 
 23456789537:6;<=8>?48@AB94=8>?3?3C<>8D7<EB9<5<46FC<?38DAB94=8>3:73E93G<:6H84<DI373>6J?8E;398F48:78:<C<>6posameznim prostostnim stopnjam: 

 
 KLMNOLPQMRPSNOTSPOUROVOWMXMYOZNOZNSY[PSP\]SP[LM̂][ROZMR[WO_QÒ\QLaSVOQ[NSTOVMbc\QLaSV[̂LS
ZNSZ[][ZNOYQOW\ZMWSL\_[YOPQOX[UM_dSTY[̂VOP[LMe 
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zig{h{uiylnjl|iswumo}yi~ro~ixijigmlxjkiq{jhtoki� 

 
 
Za~rlyjo~wvohhwjyjl|iswumo}yigmlxo� 

 
 nlr}luiuig{hhwjyjl|iswumo}yi� 
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������������������ ���¡¢� ��������£¢����¤�£����¥�£��£�¦��§����̈�©��£��������������
togostno matriko z izvrednotenjem integralov. Ker je potrebno zagotoviti, da bo produkt vektorjev 
tvoril matriko (in ne skalarja ali vektorja), se za produkt uporabi ukaz Outer[ Times,vektor1,vektor2] : 

 
 ª���¢����̈����������̈��§���«��£���¦�����©���¤�� �����¥ �¢����¤�¢ �£MatrixFom[matrika] . 
Togostna matrika je tako: 

 
 
masna pa: 

 
 
 ¬­®̄°±²³́µ¶·±̧ ¶̄¹º́»̧¼³·±¹̧ ¶̄½¶³¾³±²±¾±¶º³ 
 
Tako pridobljeni matriki elementa se sedaj lahko uporabita za modeli ranje konstrukcije. V tem zgledu ¿ÀÁÂÃÄÅÆÅÇÈÉÈÊÅÆÅËÃÌÀ¿ÊÀÉÆÅÆÅÍÀÆÉÀÇÅÈÉÎÅÏÃÐÑÒÓÄÄÂÔÕÕÖÖÖ×ØÃÀÙÈÄÈÃÁ×ÙÀÚÕÚÙÁÛÜÝÞÕÃÐÑ×ÂÌßà. áâãäåæã çæèéêëìæíîâíêçïåæðêëâñêãâëæòêóçâóêóïéòôòêóæîæóæòðéóõïâåäéóæòêíìæäåéçðéçðòê
stopnji po upoštevanju vpetosti konstrukcije. Togostna ter masna matrika konstrukcije, ki se v 
Mathematici definirata z ukazom Table[operator,{števec vrstic, zö÷øùúöûøüöýþÿú÷úöûøüö�ý��ùø�ø�����	
��
�����������
������������, ������������� ! "#�$��%�&�'�'�&�(�$��)�**+,)��*�**%-��.*/�.���*0�+"���/,0�.����������%�����%$%*&�'*"1,�+��*�*'�,�����%�2��,���&�+%�
dimenzijo definira zgolj 34567849:;8<=>=<7=54>:?=<9:@<A=:B4?C;79:@7D497EF48<C8454
Table[0,{i,4},{j,6}]  in Table[0,{i,2,5},{j,-2,3}] GHIJKJLMNMKJOHPKQRMNLJSQTUVLTNJWMRJJKXTNQPYWJZ 
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 oa\a\k̂cĝpm̂ à]l_n_dabaka_c_qgr_̂ bahakpĵnac_ak]l_ishqacp\a_̂hdmaj_lqgangĉ ĉ qghd
dve vrstici ter prva dva stolpca matrik elementa, in v togostno in masno (globalno) matriko ]l_\cgs]id̀a\aĉ]lqga_a\àljtlb̀ qgal\ĉ bdnba_drû qga_l\qlm̂c]lh̀a_̂ q̀gdkag_àasqlĝvdcd
ukaz 

wxyxz{|}~��}����{�{~��}�{��}�{�}��x���a meja,korak}] , ki predstavlja ekvivalent ukazu Do v 
FORTRAN-u ali For v BASIC-u ter podobnim za delo z zankami v ostalih programskih jezikih. Ker �������� �������� ��������������������� ������������������������ ������������������
Do[operacija,{z �}�����{�{~��}�{��}�{�}� �}��{¡}��{�~}��x���}�{�}� �}��{¡}��{�~}¢���x�|}�����{�{~��}�{��}�{�}�x�|}��{¡}��{�~}��x���}�{�}�x�|}��{¡}��{�~}¢£ : 

 
 
3. Iskanje lastnih frekvenc 
 ¤��������¥������¦���������������������������������§������atrike z ukazom Inverse[matrika] : 

 
 
ki ima obliko: 

 
 ̈ �����¦���������������¦������© 

 
 
Definira se še enotna matrika z ukazom IdentityMatrix[ rang matrike] : 

 
 ������§�¦�����¦����������������ª������������¦��§���������© 
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katerega rešitve so: 

 
 
ki se seveda še lahko poenostavijo: 

 
 ̄®­½º̄º³¼®¹̄·²«»½®«¾¹¿́³²¬³À¹º¹­̄ ²³·½¼­«­̄ ½Á¹²«À̄¼̄ Â³·«·̄²«»½®º²½Ã³±²³́µ³®¶³Ä¬³¬°²«®̄¾¹
npr. v vektor vrednosti): 

 
 ÅÆÇÈÉÆÊËÌÈÍÆÎÉÇÎÌÏÈÐÎÑÈÒÉÊÓÔÆÈÕÖÌÈÓÔÌÈ×ÇÎÕ×ÎØÊÔÓÙÓÇÌÎÆÎÚÓÙÇÎÛÊØÊÔÊÆÓÑÊÔÜolj opozarja na ÝÊËÌÊÐÙÙÓØÉÈÆÐÉÎÌÈØÈÉÎÔÈÆÈÞÓÝÊËÌÎÔÈÝÎÌ×ÈÇÎÐÓÝßÊÑÊÇ–ÜÆÚÉÓÒÕÆÉàá 
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 ãåççèöîïåäîó÷æåíîèäïèæðåóøîåêæóãóîåñòèîæåôóøéçèæëïîèôæóãêëù 

 
 óñëîóòåñåöëãåæóïøóéçóøëõåçæëóøéëäëù 

 
 úîûüåéåãêæåäîó÷æåíîèäïèæðåöåçèýïãèäóîåäèçèãèïèôåòóüóõèñôîû÷ëêëïèæèüåþù 

 
 
V dosedanji izpeljavi so posamezni koraki po sestavi togostne in masne matrike konstrukcije sledili 
korakom, ki nastopajo pri metodi Stodola – ÿëåæèééóýöóôåçæóãêæåòåêîëäå�ôëæåòëõæåòåêîëäå�����þ�
Vendar so ti koraki pîëëñîåõûæûñMathematico dejansko nepotrebni, saj se lahko izhaja direktno iz 
osnovne oblike problema, torej iskanja determinante, ki zagotovi netrivialno rešitev homogenega ãëãêèòåéëæèåîæëìèæåõø�äåîïóôëôóäåîåäêèîëãêëõæèüåöóéëæóòåïóøéëäëù 
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oziroma: 

 
 ���� !"#$��%��"$�!$ &'!"�('��%�()* +�(,*")-"�.("��)() %/*"!0 
 1!2��/*(3"*!�-�44���(3����'(%(5�(3�-*"$� �%(3�6 

m
EI

L
03.22

m
EI

L
516.3

22

21

⋅=ω

⋅=ω
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KLMNOPQRNSPKTUVWUOPMKTXPYTPMXPZ[PRLMNSRLVPT\]̂_̀abQKTURTcdUYTPMXPZ[UKNSPLeUfZLKTP[PSgZSP
odstopanje (skoraj 60 %).  hLZXPTdPZ[NXUgSUiWNjfZUiYTPMXPZ[KTUjUjfPkUijKLTNlRPWSPZLkNjLjPZNkTPe\lNTNRUKLWUZLkjMUi

interpolacijski
iYcZM[USQMUjPZNkPjfLZNkPjfLfTUdLZLkPfTUeZUicKLTNVUSLKTU UlKPWSNXUMLZeZPdN

mnmompqrs tuvmwm vxuymzmyrp{mo|qmy}nr~vqrq}zp}���upzp}�mnmompquyy�tunwxuvrom�pm�r
konstrukcij skega elementa. 

Tako se sedaj zato izvede nova diskretizacija z dvema kon
zp}ormnmompquormpr�}�tunw}p 







2
L

 in 

v��xpuq�mo}yu�n}|z}�yvr�u�tymorx�uvquvqp}orvquxp{rors� 
 
Posamezni togostni oz. masni matriki elementov sta tako enaki: 

 
 
Ker ima sedaj konstrukcija po upoštevanju polne vpetosti levega konca zgolj 4 prostostne stopnje, sta 
tudi togostna in masna matrika konstrukcije reda 4*4. Ker pa sta tudi posamezni togostni matriki 
elementov ranga 4*4, se lahko namesto definiranja dveh novih (globalnih) matrik konstrukcije kar 
obema matrikama, ki pripadata drugemu elementu, prištejejo ustrezni 

znmp}u�m�xutorq�}�x�ym�r
mnmompqr� }pu�morq�}�}� �} x�}xrtrqrt���mo��upzpmo�mnmompq�� qr�uxuvqrpmqrorq�}�}

konstrukcije: 

 
 �r�r�qm�}vq}zp}xun}puo{mvmtr{qr�u� 

 
 
ki vodi do naslednjih  rešitev (izraz je precej dolg in zato ni prikazan v celoti): 
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 ����������������� ��������������� ¡�¢���£���¤��������������£������£����������¢�������¢�
zapisa, znanega iz diskretizacije z eno prostostno stopnjo (tudi ta izraz ni prikazan v celoti): 

 
 ¥����������£� ����� ¦�§��  ������������¤ da se v rezultatu nahajajo tudi kompleksne vrednosti, ki 
£��������¤¢�������� ����¤�� ���������������¡������¤�¢�� £�������������������£����� ����
predstavljajo korektnih rezultatov. To potrjuje tudi dejstvo, da so imaginarne vrednosti mnogo manjše 
od realnih. Zato se jih lahko odpravi z ukazom 

©̈ª«¬­®̄°±²³́µ±²¶­·­ª̧®ª¹²º­³¶­» z eksplicitno 
¼½¾¿À½ÁÂÃ½Ä¿½ÅÆ½ÇÂÈ¿ÀÃ¿ÉÊ¿Ã½ÊÀ½ÈÀ¿½ËÌÍÅ¿ÎÅ¿Ä¿Chop[argument]  upošteva predefinirano mejo 
Ä¿½ÅÆ½ÇÂÈ¿ÀÃ¿ÏÐ-10. 
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 åÔæÝ×ã×ÓÖ×ç×âäÚÙ×ÕèÞ×ÕãÔÝé×Øe ukaz PowerExpand[argument] ÞâãÚãâæÝÚäÔÓâÞÔÕ×ÓâáæÔÓÙÕ×
oblike rezultatov: 
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 üëóûêùýöùòþëìôø÷ÿùêëòóøíôòñ�òíõêôî�þîïðñòóôòíõùøëò�òöôòúêíþò÷�ìòôîûêóøíúíîïòûò÷òíìøôÿþòëòùêþ÷ø�øúòø�êöîìî�îëìôòííê�ñòùòó�ñîîöñêúýíýùñý�òðñòóôòíõòÿëêþnapaka znaša samo še 0.8 ����	
��
���������������	��������������������������������������������������
��
�� �!�" #$%&'()&*+(,-%&.(%&/0.1$(234+532363/(5'04((,%&/0.)%(-5(7$38'%+'*+(./+'%'+5&1'.+9%+$8+.:+;$()&;81$5&401)%(/&$38&.*(;.+)%+41'&85*&'&)31+-+*0)3%&-.(<%+,05'&'38;1&**+&.&5('(/.&8%+4.31'

tretje frekvence 
m
EI

L
70.61
23 ⋅=ω . 

 =+8+4&*+%+,05'&'+>)%+481+2,&8(?*+9%+$8+.:+@2363/+?+434&'.3(,-35*?&'(,4(1$%+'(,&:(*3
$3.1'%0$:(*+1?+8+/$3./.(2(+5ementi. 
 
 
NALOGE ZA SAMOSTOJNO DELO 
 ABC3(?/(5&1'.+9%+$8+.:+$3.,35+;4(1$%+'(,(%&.+1'%+2($3./.(2(+5+2+.'(+.&$(<4357(. 
 
REŠITVE 

m
EI

L
527.796

m
EI

L
264.743

m
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L
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m
EI

L
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m
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L
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m
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L
3.51637
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⋅=ω⋅=ω⋅=ω
   

 DBC3(?/(5&1'.+9%+$8+.:+$3.,35+;4(1$%+'(,(%&.+1?'(%(2($3./.(2(+5+2+.'(+.&$(<4357(. 
 
REŠITVE 

m
EI

L
953.051

m
EI

L
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m
EI

L
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m
EI

L
228.137

m
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L
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m
EI

L
62.1749

m
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L
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m
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L
3.51613

28272625

24232221

⋅=ω⋅=ω⋅=ω⋅=ω

⋅=ω⋅=ω⋅=ω⋅=ω
   


