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1. Izpeljava togostne in masne matrike posebnega kon¢nega elementa za pre¢no nihanje

V prejsnji vaji je bilo pokazano, da se pri modeliranju konstrukcij s porazdeljeno maso s kon¢nimi
elementi, izpeljanimi s statiénimi interpolacijskimi funkcijami, konvergenca rezultatov doseze z
povecevanjem Stevila kon¢nih elementov za opis posameznega konstrukcijskega elementa. Vzrok za ta
poav se skriva v dejstvu, da so dganski pomiki konstrukcije med lastnim nihanjem opisani s
trigonometri¢nimi funkcijami, ki so funkcije lastne frekvence, pri izpeljavi kon¢nega elementa pa so se
uporabile stati¢ne interpolacijske funkcije, ki so bili polinomi zgolj tretjega reda.

Ker uporaba trigonometri¢nih funkcij analizo zaplete, to napelje na misel, da bi se lahko tudi z uporabo
painomov vigega reda dosegli boljsi priblizki trigonometri¢énim funkcijam, kar bi posledi¢no
zahtevalo manj3e Stevilo kon¢nih elementov.

Polinom visjega reda posledi¢no zahteva vpeljavo dodatnih prostostnih stopenj. Zato bo v tej
podpoglavju izpeljan nestandardni kon¢ni element za pre€ne pomike s Sestimi prostostnimi stopnjami.
Poleg pre¢nega pomika in zasuka na obeh koncih elementa se bosta vpeljala Se dodatni pre¢ni pomik
in zasuk na sredini elementa

Ceprav se spet izhaja iz Bernoulli-Eulerjeve hipoteze, je funkcija pre¢nih pamikov v (glede nalokalni
koordinatni sistem (x O [0, L], Y), sedaj izraZena kot popolni polinom petega reda:

v=o,+0, X+, X +a, K +a, X +a, X°

V Mathematici se tako definira ustrezni polinom:

m Interpolacijske funkcije za specialni koncni element ]

In[1]= Hf[x_]:=aﬁx5+aﬁx*+a4x3+tx3):2+a2x+a1: j

Konstante a,,a,,0,,0,,0.,0, pa se dolo¢ijo s pomo&jo Ze znanih robrnih pagojev ter dveh pagojev na
sredini elementa:
In[Z]= resitwe = 7
Solve [{HE[0] -- Y1, HE'[0] -=- ¢1, HE[L /2] -- ¥2,
HE'[L/F2] == 2, HE[L] == ¥3, HE '[L] == 93},

foal, a2, a3, od, a5, ab6}]

Zaradi podobnati nekaterih ssimbolov Mathematica izpiSe opazorilo o morebitnih napakah, ki pa ne
vpliva na izraun (ker je program zaznal tri potencialne napake, izpiSe tudi opozorilo, da med tem
izraCunom ne bo ve¢ opozarjal na to napako):

82 I1.9 — Iskanje lastnih frekvenc z metodo kon¢nih elementov



Mathematica v dinamiki in stabilnasti konstrukcij

General::spelll :

Pos=sibkle spelling error: new symbol nawe "@l" is=s

similar to existing symbol "ol".

General::spelll :

Pos=sibkle spelling error: new symbol nawme "@gz2" is=s

similar to existing symbol "Z".

General::spelll :

Pos=sibkle spelling error: new symbol nawe "@3" is=s

similar to existing symbol "o3".

General::stop :
Further output of General::=spelll will be

suppressed during this calculation.

Kljub opaorilom pa Mathematica vseeno tudi i zpiSe korektne resitve:

23Tl -16¥2-T¥3+06Lpl+S5La2+ L3

Out [2]= {{al S YL, a3 -

Li
CEETL4+32T2+34V3-13L gl -32L g2 - 51 p3
od — -
L?
4(17¥1-4Y2-13¥3+3Lgl+10L g2+ 2L ¢3)
oS = -
Li
4 (6YL-6Y3+Lgpl+4L g2+ L33
a6 o = +L'I;+ we + IIIJ;:IE—}IIll}}

in izraCunane vrednosti je potrebno Se dodeliti konstantam:
Inf2]= al =al f. resitwe[[1]];
a? = a2 f. resitve[[1]];
a3 = a3 f. resitve[[1N:;
ad = ad f. resitve[[1]]:
ab = af f. resitve[[1]];
ab = ab f. resitve[[1]l;

Funkcija pre¢nega pomika oz. interpolacijska funkcija je tako:
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n@]= Expandfll [Hf[x]] ]
2axi¥l AExTTL  eAxivl  24xtTl 3
Out[@]= ¥1 - + - + +
Li L* L4 L*
lexiyz  3zxvz  lewxtyvz  7xt¥3: 34x7YS
1z e T T "
szxtvs  zaxt¥a exigl 13k gl
- +x @l - + -
L4 L5 L Li
1zx*pl  4x*gl asxfpz  32xP¢z 40xtpz
+ - + - +
L? L4 L Li L?
lex* gz =x*p3  S5x*p3  axte3s  ax®e3
- + - +
L4 L Li L L4 1]

Za lazjo dolo€itev vseh Sestih interpolacijskih funkcij, ki pripadajo vsem Sestim prostostnim stopnjam,
se definira vektor, ki zajame vse elementu pripadajoce prostostne stopnje:

In[i0]:= prostostnestopnje = [Y¥1, 41, Y2, o2, ¥3, §3); j

Vektor interpolacijskih funkcij se sedaj izraCuna tako, da se iz funkcije pre¢nega pomika zberejo
posamezni ¢leni, ki pripadajo posameznim prostostnim stopnjam:

In[11]:== Hvvr = Tahle[Coefficient [HE[x] , prostostnestopnje[[i]1]1]- ]
fi, 6}] i
zaxt  sex?  saxt  zaxt 3
Out[11]= {l- + - + ,
Lt L2 Lt LS
ext  lax®  1lzwxt  axt
- + - + ,
L Lt L? Lt
16x  a3zx*  lext gxt  3zxt  aoxt  lext
1t L o o1e C 71 T T Tt
Tkt zax®  szxt  zaxt x¥ 5xt axt axt
Lt 1r o ope s 0L T T L4} 1]

Razvidno je, da se sedg) doHljene interpdacijske funkcije razlikuje od interpoladjskih funkcij za
klasi¢ni oz. standardni kon¢ni element (gl prejSnje podpalavje), kar velja tudi za funkcije, ki
pripadajo pre€nima pomikoma in zasukoma zacetnemu oz. konénemu vozlis¢u.

Se bdj nazorno pa je ta razlika opama pri izrisu vseh interpoladjskih funkcij. Funkcija, ki pripada
pre€nemu pomiku zaCetnega vozlis¢a, je tako:
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inf12]= Plot [Mvvr[[1]]1 /.- L= 1, {x, 0, 1}]: j_

0.6t
o5}
o_af
o2}
oz}
o1}

/_\

u:-.lz n.lq III.IE u:-.la 1

Pri osnovnem zapisu (torej brez dodatnih parametrov) ukazaPlot Mathematica poise porazdelitev
vrednosti koordinate in toCke, ki leZijo primerno dale¢ od neke povpre¢ne vrednosti, izpusti, saj
smatra, da so taksne toke posledica morebitne singularnasti funkcije, ki seizrisuje.

Ker Mathematica vse to¢ke izratuna, ne pa tudi izriSe, se lahko zahteva ponovni prikaz zadnje slike,
tokrat z izrecno zahtevo, da se prikaZejo vse tocke: Shaw[ %,PlotRange->All] :

In[13]:= Show[*, PlotRange — A11]; j

Opcija PlotRange - All bi se lahko uporabila tudi Ze pri ukazu Plot in zato se lahko pi izrisu funkcije,
ki pripada zasuku zaCetnega vozlis¢a, Ze uposteva moZnost, da bo del krivulje spet izpadel iz slike, in
zato se Ze takoj zahteva izris celotne funkcije:
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n[i4= Plot[Hwrw[[2]]f. L—=1, {x, 0, 1}, PlotRange — A1l]: 7]

.05

-0

.0z

Nz

-0l

Interpolacijski funkciji, ki pripadata sredinskemu vozli§¢u, pa se npr. izriSeta na eni sliki, saj je Ze na
osnovi slike mogoce jasno dolociti, kateri prostostni stopnji pripada posamezna krivulja:

in[15]:== Plot [{Hwvr[[3]] /. L= 1, Hvv[[4]] /. L—= 1}, {x, 0, 1},

Sli¢no se stori Se za konéno vozlise:

PlotRange — A11]:

1}

el
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In[6]:= Plot [{Hwr[[5]]1 7. L -1, Bww[[6]] /. L — 1}, {x, 0, 1},

Mathematica v dinamiki in stabilnasti konstrukcij

PlotRange — A11]:
1}
0.8
0.6
o.al
0.z
e T
0.z 0.4

0.k T

-

S temi interpdacijskimi funkcijami je sedaj mogo&e izpeljati masno in togostno matriko (kljub
drugatnemu Stevilo prostostnih stopenj sta ukaza identicno enaka kot pri izpeljavi standardnega

kon¢nega elementa):

m matriki

In(17]= K=

Integrate [EI Outer [Times, D[Hvvr, {x, 2}], D[Hvr, {x, 2}]1].,

{x, 0, L}]:

M= Integrate[m Outer[Time=s, Hrr, Hrvr], {x, 0, L}]:

=]

Za njun pregledni izpis v matri¢ni obliki se lahko spet uporabi ukaz MatrixFom[ matrika] . Togostna

matrika je tako:

In[19]:= MatrixForm[K]

Qut [19]4Mgtrix Farm=
End¢ EI 113El _ 51iEI 344EI  _ 150 EI i4i EI
2512 25 LE EL? 7L 2512 a5 LE
1124 EI 230 Bl _ 1i4El F4EI _ E4iEI 24 BI
a5 LE 25 L ELi L 5L 25T
_BLiEI  _ 1i&EI  10i4EI 0 _ BliEI 14 EI
EL? ELE £L? £L? ELi
154 EI b ¢ EI i 255 EI _ IH4EI 6dEI
TLE L L 7LE L
_1508EI _ #4¢EI _ 51:EI _ 2§4FEI 5093 EI 1133 EI
15 L2 25 LE 5L} TLE 25 L2 a5 LE
i4i EI 24 EI 1i% EI f4 EI _ 113%EI 221 EI
25 LE 5L £ LE L 25 LE 5L
masha pa:

T
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In[z0]:= MatrixForm[M]

Out [20]4 Mt rix Farm=
si2Lm  19LE m ¢Lm _ #Lfm  131Lm _ #9Lim
2465 £210 B3 543 Ea20 13560
1Ll m $LE m (w1 m 0 AR A
£210 2465 31§ 1155 12560 60
4Lm $LEm  LisLm 0 4Lm il
B 318 318 B 318
_#liwm L'm 0 22 L m §LE m _L'm
TE 1155 2465 TE 1155
18lLm 9L m 4Lm §LE m 5i3Lm  19Lfm
E920 13460 3 L 1465 £210
IREEE A N S TR 5 L S A VR b L. $L% m
18560 450 51§ 1155 £2L0 2465

2. Modeliranje konstrukcije s kon¢nimi elementi

Tako pridodjeni matriki se seda lahko upoabita za modeliranje konstrukcije (lahko tudi v
kombinaciji z matrikama standardnega kon¢nega elementa, ¢e jo npr. potrebno ali Zeleno). V tem
zgledu bo ponorno analizirana konzola iz vaje 10 (http://www.geociti es.com/mcsDISK/el0.pdf) in
sicer z enim samim novim kon¢nim elementom, kar Ze v osnovni diskretizaciji pomeni §tiri prostostne
stoprje (kar je bilo prej dosezeno Sele z dvema kon¢nima elementoma). Togostna in masna matrika

konstrukcij e bosta tako reda 4*4:

m Konzola iz Vaje 10

m diskretizacija z 1 koncnim elementom

Iniz1]:= Kk = Table[0, {i, 4}, {3, 4}]1;
Mk = Table[0, {i, 4}, {3, 4}]:

|

Ce se smatra, da je element npr. na levem, zadetnem koncu vpet, se navidezno preértajo prvi dve
vrstici in prva dva stolpca, v togostno in masno matriko korstrukcije pa se tako prenesgo zgol]
preostali ¢leni. Za prenos podatkov je najprimerneje uporabiti ukaz Do[operacija,{zunarni
Stevec,zacetna meja zunanjega Stevca, konéna meja zunanjega Steveal, {notranji Stevec,zacetna meja

notranjega stevca, koncna meja notranjega Stevca}] -
In[23]:= Do[KK[i, JN=KM +2, 3+ 2], {3, 1,4}, {i. 1, 4}]
Do[Mk[[i, 30 =M0i+2, 3+21. {3, 1,4}, {1, 1, 4}]

Opomba: zadnje &tiri vrstice bi lahko zapisali tudi kompaktnej Se kot:
In1]= Bk =Table[E[i+2, 3 +20, {3, 1, 4}, £f1i, 1, 4}];
Mk =Table[Mi+2, 3+2], {3, 1, 4}, {i, 1, 4}]:
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3. Iskanjelastnih frekvenc

Spet se izhagja direktno iz osnovne oblike problema (torgj iskanja determinante, ki zagotovi netrivialno
reSitev homogenega sistema linearnih enacb), kar vodi do karakteristi¢nega polinoma v obliki:

in[z5]= Det [Kk - o° MK] 7]
5145728 EI* 502252032 EI% mof 3
Ot [25]= -
55 1,5 AN4z5 1.4
237566 ET wfw® 9387006 EIL*nw®o® 16 L% mtod
- +
14175 2406702375 543514625

katere reSitve so lastne krozne frekvence (izraz ni prikazan v celoti):

In[26]:= Solwe[% == 0, @]

1
Ot [26]= {{w—}—\/ [_E \/[_(4024195051555?545 EI*)/

[ 13 [ 74286186496 ET*
343 L
49 L# mf
(20192526336 55 EIY) /

+

“lEIEIIIEIS-llElEI + 91+ 50970136468945 )

L*‘mi] e (98304 (5 (195003490 +
I

91+ S0970136465945 )]~ (1 [ 3)
s | 2] 148572372092 EI°
EI%) | w’ |+
49 L#
20192526336 51 ET*

(198003490 + 9 1 +/ 50970136465945 |7 L# u?
1
L¥ m?

(93304 [5 (198003430 + 8 1+ 50970136468945 ) |

1;z

oziroma nekoliko kragjSe (tudi tarezultat ni prikazan v cdoti):
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7= %] ]
=
1.17324x 10 ET?
Out[27]= {{w—}—l. —0.5 | |- +
LH\/ f1.7142.207 1 s6e65.10-7 i) EIE .
LE mi

(2.83393x10% + 1.86265 1077 1) EI?
L# m?

+

0.t (l.7142=10% - 1.86265 =« 10-? 1) EI?
] L¥m?

20953.1ET }
- -1 f

Ltm

Eliminirati je potrebno Se nepravilne in zavajajoCe imaginarne vrednosti, kar prinese nekaj napredka
(tudi tareaultat ni prikazan v cdoti):

In[28]= Chop [%, 10" -§] j_

]

2.8337=107EI? 2.835393x 107 ETE
Out[28]= {{w—}—l. ~0.5 |- + _

: L% mé
1 EI 2
L 3 m

EIf 20953.1ET }

+
L# m? Ltm

£0701.5

in tako kon¢no sledijo prve §tiri lastne krozne frekvence:
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n[o]= PowerExpand[%] 7]
]
— {{M_}_ S.Sif?ﬁ }; {w_} SISETJE };
m m
22,1578 ET 22,1578 Y ET
fo - ZITNEL g, 2060 VBT,
L I L I
{w_} 53.34555} {w_} 53.34565}
- T f
Li+m L+ m
{w_}_ 231.5955} {w_} 281, 596  ET }}
L m ' L+ m 1

Razvidno je, da sedaj dobljene lastne krozne frekvence predstavljajo boljsi priblizek kot rezultati,
dobljeni z diskretizacijo konzole z dvema standardnima kon¢nima elementoma (ob enakem Stevilu
prostostnih stopenj), sa napake prve frekvence sploh ni ve¢ opaziti (glej numeri¢ne resitve,
podpalavje I1.5), za drugo lastno frekvenco napaka znaSa manj kot 0.6 %, pri tretji frekvenci paje
tudi opazen napredek priblizka (napaka je padla s 17.9 % na sprejemljivih 2.6 %).

Prednost predstavljenega posebnega konénega elementa je torej oitna, saj je za dosego boljse
konvergence ob istem Stevilu prostostnih stopenj potrebnih manj kon¢nih elementov in posledi¢no
manj racunskega napora ob sestavljanju globalne togostne in masne matrike. Slabost tega kon¢nega
elementa je zgolj nekoliko dalj3a izpeljava obeh matrik, ki pa se tako ali tako izvede zgolj enkrat
samkrat, nato pa so vse prednosti novega kon¢nega elementa trajno na voljo.

NALOGE ZA SAMOSTOJNO DELO

1. Poi¢i lastne frekvence konzole dolZine L, diskretizirane z dvema posebnima kon¢nima elementoma
enakih dolZin

RESITVE
_ 3.51602q/§ _203.861_[El
T m ST A
_22.0346_[El 320.789_[El
Wem T m T m
_62.78 | _ 685.988_[El
I (= T2 \m
122.58 [ 1351.1_[El
T m 2 \m
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