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POGLAVJE II 
 ������������������ !"��#��$��%"�%�&��'(� ������ #���'"��# 

 )*+,-./01234056725389:6;6<:38983=2<389=2:-871;56>2538=2:-8781?2378 @ABCDEFGHIECJFKLMNHDOHFPKFQNKQEREGSTKLIECJFKLOHDJSNGHO 
 
 UVWXYZ[\]̂_̀\abĉa_defbgbhf_dh in masnih matrik v globalni matriki v zanki 
 
Do sedaj obravnavani primeri so pokazali , da lastne frekvence sistemov s porazdeljeno maso šele s ijklmlknoplqrslktunvjomotwlulqlosjkvjoklxytxnpjvsjmotqxlrtsknqz{nsj|l}j|snkslq
poglavju globalna togostna in masna matrika za enostavno konstrukcijo sestavili v zanki, kar bo ~�~�~���~�������~�~����� ���~��~�~���������� ������~��~�������~���������������������
stopnjami diskretizacije v odvisnosti od enega samega parametra – števila izbranih kon

�����������~�
konstrukcije (ter seveda geometrijskih in mehanskih lastnosti konstrukcije), kar je ekvivalent 
������������~����������� 
 ������������� ��¡��¡�¢£��¤�¢¥�¥¦¥� §���¥¤���¢̈���¥©£¢�¥ª¥�¢�¢§�¥����¢�«���������¬
podpoglavju II .8, in z� ���� � ��� ��¢�¦����¦� �¢£�£����¢¬§¥ ¢¢§ª¥��� ��¥¤¥¡� � ¥£¥® °̄±²³́ µ°¶·̧ ¶́¹º°±²±́»¼½¼½·́¾¶°¹²²½µ°¿¼µ·̧À±²Á²³±µ°Â°±̧¼»°ÃÄ́¾²±µ°Ä́¾¼Ä°½¹Å²ºµ²¼µ¼½Å²ºµ²
vrstico ali pa samo izhodna vrstica): 

 
 ÆÇÈÉÈÊËÌÍÇÎÏÐÑÏÒÇÓÔÉÈCtrl+C, nato pa se v novo datoteko prilepi s Ctrl+V. Celica ali pa zgolj ÇÕÊÏÐÍÌÎËÈÖÇ×ÌÈÉØÏÍÏÎÍÏÏÕÍÌÔÇÙÍÌÖÏØÌÈÆÏÚÛÇÍÌ×ÇÜÏCtrl+Shift+I pretvori v obliko vhodne 
vrstice: 

 
 ÝÞßàáâãÞßäÞßäàåæçâãàèàÞèåâéêëìíîäèëäïâïâéàçßëïðàåÞãàèàñâðâÝåäïðÞòâóèàßÞše se ime matrike ôõö÷øùúû÷ùüýþúù÷ÿù�ùú�ú÷�þý����ýûÿ÷ý����ÿ����ý�ùMatrixForm[ , oglati zaklepaj ] pa se nadomesti s 	
�	����������
����������������� 
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Enak postopek se izvede še za masno matriko, kar vodi do: 

 
 
Sedaj sta matriki pripravljeni za nadaljnjo uporabo in (neuporabna in s tem nepotrebna) ostanka �-+%(� %&-/0+(%#"+#!" %&)(�$%*%/�$�(",�$-$"�"!"�",�!1("/2�-,"3-4-."%/1(%��$%0 56 768979 :;<9=6 >9 ?@ AB@C6?D<6 E9 =@?C@ :7676 F@7:@<6 D: G6H9 IJ
(http://www.geocities.com/mcsDISK/e10.pdf).  
 KLMNOMPMPLQMRMSNOTUVWXVTYZ[M\TSTQWNW]̂MUTNZ_LZQWYNOMST̀ VZSaST̀ MNMRMŜZUXSLQbNe (enaka 6 v 
obravnavanem zgledu): 
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Ranga (število prostostnih stopenj) obeh globalnih matrik (masne in togostne) konstrukcije sta sedaj 
odvisna od tega števila: 

 
 vwxwyz{w|w}yx~|w�yz��y��x~����y�yw�w�w��yw��~y�}���y��~�|�w��}y���{��� �|�~�y����� xw
���|�{y��w��~y����x���y���x�����|y~�z��xww�w�w��w�w�����}���y����x��wz�w��~����w��
w�w�w�����xwxw�w}���|�yz|������y��w}w��yz{|�����w�y��~����y�w�w�w����z�}yx~|w�yz��y���� 

 
 vw�w~��z�����|���w����z��w�~��xw����|y~�~��x�|�~�y�w�|w�wxwx���}w��{w����|y~�|�w������������������������ ��¡¢�¡�£�¤�¡¢�¥��¥����¥��¡�¤����������¦�§��̈���������� ��¢�¤©ª��«ª
vrstica ter stolpec): 

 
 ¬¥��¥��������������������££¢����£�§�£�¤���®¡�¡¢�¥¡�¦�¤�¦¥������¦���¢������¥�¢�̄�¤�
(vse stolpce in vrstice): 

 
 
 °±²³́µ¶·̧ ¹µ³º¶»¼½¾̧ ¿̧́¶À»¶Á¾»ÁµÂµ·ÃÄ»¼¹µ³º¶»¼¿̧ º́Ã¾·̧¿ 
 ÅÆÇÈÉÊËÌÊÍÎÊÉÏÊÇÊÐÑÌÆÒÓÉÆÔÕÇÖÕ×ÕÒÔÕÉÐÒÊØÍÆÌÆÍÈÊÌÐÇÈÐÒÉÊÙÆÖÕØÐÉÕ×ÆÚ 

 
 
ki se v delno urejeni obliki izpiše kot: 



Mathematica  v dinamiki in stabilnosti konstrukcij  

II .10 –ÛÜÝÞßàáâÞÜãßäåæçáÝèáßéäßêçäêÞëÞàìíäåâÞÜãßäåèáÝãorjev                                                       95 
 

 
 îïðïñòóïôòõòöõ÷öóòøùï÷úóïûïü÷ýöðïþüïÿù�ïðö���ú�þ�ö�ï�ïÿï��úðøûýïõù�úñïöõ÷�ó�öøóòü�ï��ñö
nobene potrebne informacije.  
 
Mnogo zò�öÿöðïüùöö�÷ú�ýïû�ïüùöüï�òÿýïþöõýòþ��ö�öõ÷öó�òó��ö�ôýï�ðï��� 
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 ��������	������
�������������������������Mathematica �� �������������
�����������������!����!�� ��"��#	����������������$����������� ����% 
 
Primerjava dobljenih vre&'()*+,'-./0+1'+.+20/&'()*.+3+,041-'4'+.+25(&5(67428-99:;35(<4=/3>?>@ABCDBEF?CBGHIJ?JKAE?C?LM?GA@LN@O@I?PJE@O@QCBRABEF?O@STCA@UVI?PJE@UQCBRABEF@O?E?W?RKXYZ[\]]̂ _̀ abcdef̂XdgcfhifZjdbYZYbYhYZYcYekflfZYm_̀ n 
 
O uspešnosti po

eYXfoZfdocYpqZYZfrYekZfgcfhifZjfbY[fX]s]pfe]̂dkdkq̂deb]X]p[]bcdbŶY[]pdt
lastnih vektorjev, ki predstavljajo nihajne oblike. 
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�{��xz{�{}��xw�y�y~�{|{�{y}����~v}��y��{�~�yx�{}��x� v{~��{�{z�y{w{�~�{y�~z{~y
mehanske lastnosti konstrukcije: 

 
 wx�����~yxz��{zy��{�~�y�~���{�y�}{yz{|xv}y~���{w�{y�� 

 
 ���������������������������� ��¡¢� ��� ������£�¤�����£���¥����¥������¦§̈ 

 
 �� £�������� ������� ������ �� ©�� ��ª�� «� ������ ������� ¤������ª¬ �� �� ������ ����
Eigensystem[matrika] ®�����������������������¤������ª���� �¥�����£� ��������������� �̈ 

 
 
Rezultat analize, ki je shranjen v spremenlji vki resitve, ima dva dela. Prvi del predstavljajo lastne 
vrednosti matrike (zaradi ranga matrike 12*12 jih je zgolj 12): 

 
 ���������������¥���¥��������������¥�������£����¥����������«���¤������ª̈ 
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Iz rezultata je sedaj razvidno, da je Mathematica upoštevala zgolj pozitivne vrednosti korenov, kar ¾À°¶µ¿̧Á³À¼À¿̧ÂÃÀ¶́ ¿À¾ÀÂ̧·̧¼³̧¹¶²°·³̧¹º»µ±¼µ³½Ä±̧´̧¹́ µ°µveda toliko, kolikor je prostostnih 
stopenj sistema. 
 Å»ÆÃ̧¿µ¶»µÇ̧·¼µ¾²°À¶²°·³̧È¼»µ¿³À°·̧¹ÀÂÉº»µ±¼µ³½²È¾»̧¾²¿²́ÀÁ̧¶²°·³̧¼µ±·À»́ Ȩ̂ 

 
 
ki so shranjeni po vrsticah, kar pomeni, da prvo vrstico predstavlja lastni vektor, ki pripada prvi lastni 
frekvenci, itd.. 
 Ȩ̈́¹À¼̧Â¾̧°́µ°µ¼µ¿²ÈÀÌµ³Ä¼µ³¿²»³µ¾»̧³²Ç²³ÀÍµ³µÍ̧°·¼µ³µ³̧ºÀ»È²½̧́µ¼·µ́º²Â̧ÉÎµ¼µ¿²¾²́µ·Æ¿̧Í»µÂ Â̧¾̧°²ÈÀÌ³À¾»µ¼µ»̧·̧ÄÁµ°À¼µ±·À»́¸Ï±̧°µ¼µ¿²³̧°À³À»Ȩ̀»²³̧³²È²°³ÀÈ²·»̧±ÀÄ±À· µ́ÀÍ̧Á²́¼¿̧³²Ȩ̀±̧Ð»µ°À»·ÀÃÀ³²¶³̧³²È²°³o in togostno matriko. Tako sledi za masno matriko (izpis ni 
prikazan v celoti): 

 
 Â̄ Â̧¾̧°²́µ»²Â¼̧¿³ÀÄ¿²°À̧Â¼µ¿̧²ÃÀ³²¶³̧Á¶µ³̧Âµ¶ÀÈ²́¹³̧ÄÂ²·À°µÆ¾À»²Í̧Æ±²ÂChop[ ]  ter izpis v È²·»̧Á³̧ÀÍ¶̧±̧MatrixForm[ ] : 

 
 ±²»¾À·»¿̧Æ°¾µÇ³À°· Â̧»²ÁÆ³²É 
 
Sli
Á³À°µ̧Â¼µ¿µ±À³·»À¶²ÇµÂ²·ÀÃÀ°·³ÀÈ²·»̧±ÀÏ·Æ¿̧·²̧Â¾̧°³̧¾»̧±²Â²³¼½µ¶À·̧ÐÊ 
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 äåæçèéæêëëéìêíîçæïðñæêèðçíîéæçêòðïêóïçôóéïçõêïëöç÷ðøæçêòðïêóïçñîéïæêìåùðìêúêðèïðîïé
oblike ukaza Chop[ ] 

øéìçíùçèêîõêøìçôïçðúóç÷çMatrixForm[ ]  

 
 
sedaj šéïéîðæçæðùìçôê÷ðîêïéðúóç÷éñèêëèðæçêòðïêóïçôóéïçûçïùðèóéæçôïðøåæççíîéïæçêòðïêóïçüùìéýéëîéôëéòêìêïòê÷ðøëéøðúçóðùìçõêèïçõêøìç÷ççïíêøðëéùðøìéúïðùðèøêîçøçèøìðþëðûîçöëðüõéëðíê
íêð÷ìðþéîêïëéùìçå÷êíåChop[ ] , npr. 10-2, ki pa je, g

óéæéïêîéóç÷ðèøæçêòðïêóïçÿôóéïðîñçïþéïçìè÷ðîèééïðùðùðóïðõêðùìêîçôóëçîê� 

 
 
 
Lastne vektorje, ki pripadajo posameznim lastnim frekvencam, je smiselno tudi izrisati. Da se izvede 
izris, ki bo imel na abscisi dejanske koordinate oz. dejanske dimenzije konstrukcije (ne pa zaporedne öøéîçó÷éôóéïðîîé÷øðìëêüñèéæé�çïçìêîé÷øðìñ÷çúðíêëéó÷ððìæçïêøéîðíóçöôõéæ÷ðïôïçõçéóéõéïøçñ÷ëéìèðøåæççíìêôåïêïéîìéæïðèøçóêèøïçÿîé÷øðìëéî� 
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 �������	������������	���
��	������
�����������	����
�������������	�������
���
����
prostostni stopnji –����������������������	������
�����������������������������	����	���
��������������
��������
��� �����
��	����������������� �����������������������	����
lastnega vektorja jih je torej za

����������
��������������	���	������	����	��� ����
����������
vektor kot: 

 
 
Prvi lastni vektor (ki pripada prvi lastni frekvenci) se sedaj dobi tako, da se iz prve vrstice matrike 
vektorji  v vektor lastnivektor ��������������
����	����	��i (indeks i+1 ����
�������������	�����
��������!����������������������
���������
������
����
���������
��������
������
����
vektorji , ker ta prostostna stopnja v analizi ne nastopa): 

 
 
Da bodo vrednosti pomikov izrisane s pravimi koordinatami na abscisi (izris vektorja lastnivektor je �������"��"�����������������������������
���	�����������
���	���	����������������
� ���
�����
����
�����
�	������
�������
��������
�	����������������� ���������
��	��	�"������������������������
������������������
����
������������������� �������������
� �#���������
���� ��
���� ���
���� � ����
�	����� �� ������ 
������������� � ������� �����
Transpose[matrika] : 

 
 
Za izris se najprej uporabi ukaz Line[ ] , ki zgolj pr

����������
����������
�������	�����������"�
�����
���	����
��������
������������������	���������
����������Show[Graphics[ ]] . Da pa ��������"��������������
��������������������������Axes→Automatic.  
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Opomba: do enakega iz0-%')*75856*30-,-,94-1*(*7&50'&9:9&':57ListPlot[ tabela,PlotJoined-
>True] . 
 ;350'<+)*(35%,53*&)*75856*%7-%*+(59350'<-,-=*:'-:0-%30*5%,'+-.+'%,(-.1*&,50)*1>11.54(-
vrstici 33 se zamenja številka lastnega vektorja (številka vrstice v matriki vektorji ): 

  
 ?*(4'0)*,94-,'3052*%75856*'1,57',-:-0',-@A',5%*4*/-(-0'1*&,50B&'750%*<545>(30@:'0'4-&'%(*)=*75C(5%,-30-7*0)'1*D%.0'(-+-%+-&*1%*.+'%,(-.1*&,50)*1E 

 
 F*4')%*1.54(*10%,-2*GGBGH-(GI%7-%*+(5:409C-)51:'(&5, katere spremenljivka definira lastni 1*&,50@A'0'4-+'C)*8'+56*1'()'35%'7*:(-.1*&,50)*1B&-%*<545-:0-%'+-B%*30*41%'&5%+-&5(30@=*
izpiše komentar, ki pove, kateri lastni vektor sploh je izrisan, ter tudi njegove vrednosti. Za oba izpisa 
se uporabi ukaz Print[spremenlj ivka]  oz. Print[ ” komentar” , spremenljivka] : 

 
 
Dejansko pa se izpišejo in izrišejo ter v istem zaporedju v vektor Slikelastnihvektorjev še shranijo vsi 
lastni vektorji , katerih krivulja pa postaja s frekvenco vedno bolj lomljena: 
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 �v�|s}qvy�|y�vu��vqwyrv}qvz�|v�qxswyzwsqxtyz}vrx�|uv}�uv�vy�qwyrvqv��v�s}vrx�|ususqt���s
ne predstavlja korektne nihajne oblike, saj ne zadosti pogoju, da mora nihajna oblika pri konzoli imeti vt�ty�w��stur�xuv�xv}ywrs�|y�s�su��vwsqxne frekvence (npr. peta nihajna oblika mora imeti 4 ty�wv�� 
 
p�xv�suv�����v�srwu��yxy��suv�|y���vwy|stu���vx���r�t�tyzvwv�vtx�}���|s�tyz���wutsu}v�
polovica nihajnih oblik. 
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Zato se lahko procedura ponovi zgolj s prvimi šestimi vektorji , najprej pa se vektor, kamor se ������¡�������������������������¢���������������£���¤���¡¥� �����¦¡����������������¡����§��¢�������¤���̈©���� ����������¤����ª« 

 
 
in procedura za izris vseh vektorjev se izvede ponovno, vendar tokrat z manjšim, a bolj realnim 
številom lastnih vektorjev (zgolj polovica vseh): 

 
 
�̈��������������£��������̈�¡§ ���ª������������������¢����������� �̈������ ¥̈��� ��¬�������
zanimivi vektorji. Ker so vsi shranjeni v vektorju Slikelastnihvektorjev¢����������¦�¥� ����
naenkrat tudi izrisati na skupni sliki, vendar to ne prinese nekega dodatnega vpogleda: 

 
 
 ������̈�¤ ������������������������¦��§������������¤�������¦�¥� �§��̈¤���§���¢��� ��
dejansko znane info�¦���������¦�����������������������¡������£��¦���ª¢��¦�� �¡�����������¡������������ ���£̈��¡��ª¢����¦�¥� �����¦�������§��������������̈¤���§���������¢�¦���
�¦�¥� ��¡�������¤���������¦������̈��̈���¡������– polinomu, ki ustreza

�̈ �� ¡����¦���������¦© 
Ker bodo informacije podane v obliki para {vrednost funkcije, vrednost odvoda} ���������������� ��¢�����������������������¢��¦����¤�����������������������¦�����£¤��� �ª����¡���« 
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Á±¯́ ½º¿¼́¾Âº±²±½·Ã́ À·ÄÅ¿µ³ ½̄µ¿šno, se najprej definira številka lastnega vektorja, npr. j, ki se bo ¿Åº±»²±»±µÆ²±¶¿½±̄ Ḉ±²³½º́²́¯́³¿½º·½±¾±³¿À·½±º·½¿¾±¶°¿»·ÇÄ±¶º·°́ vektorji  v vektor pari: 

 
 È́¾±³³́ ½¿¶º́Å²¿½¿¾±¶°¿Ä¿¹Â²°¼·³̄°·̧ »º́¾²¿̄¶·̧ ·²½º·½±¾±³¿À·̧ ¿¾»¿¾·̧ ¾¿¾±¶·Ãe podatke o ¶¿À°±̧Æ ¶¿º́³ ¿°¿¿º¾·²±¶±̧ ²±±Å̄¼·̄· ·² ·̄¼́º»¿Åµ·°·Æ°·³́ ½º·Ä́º²±Ç±·Çº±ÀÂ²·²¶́º½¿µ·º±²́É±
polinoma : 

 
 
Z ukazom InterpolatingPolynomial[ podatki, argument] ¯́ ¯́¾±³½¿·ÃÀ́ ½¿µ·²¿ÄÆ°·Â̄¶º́Ç±»̧¿¾²·Ä
podatkom, in je funkcija spremenljivke argument:  
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Stopnjo polinoma Mathematica 
ÚÛÑÛÜÓÍ×ÒÛÝÍÒÓÜÎÛÓÎÏÐËÐ×ÐÚÍÛÚ×ÓËÎÍÛÚÞÒÐ×ÓÑÍÙÛÚÍÒÌÛ×ßàÐÖ

Mathematica izpelje rezultat – dobljeni polinom v neurejeni obliki, ga je zato smiselno izpisati v 
urejeni obliki: 

 
 
Njegova slika je: 

 
 
Za ocÐÎÛáËÙÐÞÎÛËÒÓÚÛâÑÏÐÎÐãÍÙÛÑÓÎÛÝÍÏÐÙÛÒÖÐâÎÛãÖÍÕÓÜÎÛÙÖÓÝÐÖÏÍÒÓÛâÍÖÐäáÑÒÍÒÍå 

 
 
àÐÖãÖÐäÍÙÖ×ÓÑÍËÒÎÓ×ÐÌÒÛÖæÏÐÖÍäÑÓÌÍÝÓÎÓÝÍÑÎÍÓÎâÓËÒ×ÐÎÓÎÍÙÖÐÚÐÌÝÛãÛÜÐÛÙÍäÓÒÓÞÐÑÐÙÖÓ×ÓÞÏÓÔ
vektorjih. Tako sledi npr. drugi lastni vektor: 



Mathematica 4&5 
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kjer je napredek úíøöêûëíìüðý 
 
Najbolj pa je razlika opazna pri zadnjem, v obravnavanem primeru šestem lastnem vektorju: 

 
 þøÿîìíëøéóðô�îìøöêìí�ø�øùíèí÷êìöóð�íóìêïðûëðñêìëøøÿîðéø�÷øÿîìíëøôöø÷öø�îêôì�ççý��éðèíöø
úíûëêëí�öostopku prenese v datoteko in ustrezno poimenuje, npr. analiticna: 

 
 ����	
������������������������	������������������������������������ ������
���!������������������	���������!�����	�����"���!�����#�����!�����������������$ ��
pogoja, da je pomik na prostem koncu enak pri obeh funkcijah: 
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Funkcija pomika, sedaj normirana na pomik, je tako: 

 
 '(1686967.)(*41+*&(86&-6*)..:ris te funkcije: 

 
 
)(-64(;+)*+)641.8+1*(26:.)-+146,.1()60<)'3.*6)(6&)62. :8+-656'6)7)./+,+8+)-62
.:1(7<)()+9(,(&-)+9(2+'-61*(= 

 
 >(4.&()64163+5<16*+86967+<461(?.-.:(5.&'1+-.:(3.*6&46,*<?).8;-+2.,68'6)7)./+,+8+)-62@&(*
&+:(46)62)..:1(7<):)62.8;-+2.,68'6)7)./+,+8+)-622A21&-.3.:96,*&41+8+).&41+8+),*.2'(
Ne
.)&+2+&.:1(7<)46)62.@2+)5(1*+46-1+?)6;+41+*.:?1.&(-.21+5)6&-.&41+8+),*.2'+ω z ukazom 

Clear[ ] : 

 


