3
Capítulo 5
Proyección de un vector en un subespacio que posee una base ortogonal


5.11 Proyección de un vector XE "Proyección:de un vector en un subespacio"  “v” en un subespacio S, el cual posee una base ortogonal
La idea de proyectar un vector en un subespacio, en presencia del producto interno, con ayuda de una base ortogonal, de dicho subespacio, se basa en la idea geométrica de proyectar un vector en R3, en un subespacio, sea éste una recta o un plano (que pasen por el origen). 

Asuma que un vector v se va a proyectar sobre una recta que está en la dirección de un vector v1(0, como lo muestra el siguiente dibujo.







Es claro que si  ( v1  es dicha proyección, requerimos “geométricamente” que                     sea ortogonal a   v1 o sea a  ( v1 (ésta es la idea geométrica de proyección).


Por lo tanto ( debe satisfacer  


O lo que es equivalente: 


Por lo tanto, dada la multilinealidad del producto interno,



Por lo tanto:




( =  < v , v1 > / <  v1, v1 >  

Que era lo que deseábamos concluir.

Si un vector  v ( R 3, se va a proyectar sobre un plano que pasa por el origen (subespacio de R 3, de dimensión 2); procedemos de modo similar siguiendo el dibujo siguiente.











 Por ser   v -  v   ortogonal tanto a v1 como a  v2  ,  v1 ( 0  y   v2 ( 0 , concluimos que


Por un razonamiento similar, utilizando al comenzar  a  v2  en lugar de v1 , concluimos que


Por lo tanto, la proyección del vector v , en el subespacio generado por la base ortogonal ( v1 , v2 (
es

Que equivaldría a proyectar el vector  v  sobre  cada vector base y luego sumar las proyecciones.

Generalizando la fórmula a Rn “concluimos” que la proyección de un vector v en un subespacio S, que posee una base ortogonal   ( v1 , v2 , ... , vk (, está dada por:


Algunas analogías son notables en este procedimiento:

a) La formula para calcular la proyección de un vector v, situado fuera del subespacio, en el subespacio con base ortogonal, es exactamente la misma que se utiliza para calcular las componentes de cada vector del subespacio, en dicha base ortogonal. Por lo tanto si el vector  v  está muy cerca de tal subespacio, la fórmula aún funciona, y si rotara hasta tocar el subespacio, la fórmula funcionará aún.

b) En seguida veremos que la pertenencia o no, de un vector b, al espacio XE "Espacio:afín"  afín  de las soluciones de un sistema de ecuaciones lineales (que no es por lo general un subespacio), determina si el sistema de ecuaciones  A x = b, tenga o no solución.  Si el vector  b  pertenece a tal espacio afín, el sistema tendrá solución, de lo contrario no la tendrá. Cuando el vector  b  no pertenece a tal espacio afín.

procederemos a buscar su proyección  b sobre tal espacio afín. Como  b pertenece a tal espacio afín, la ecuación matricial  A x =   b  siempre tendrá solución. A cualquiera de estas soluciones se le denomina  una “solución por mínimos cuadrados” de  A x = b.  Por supuesto, un vector  x, que resuelve  A x = b, logra que  b = Ax, sea el vector mas “cercano”  a  b, en tal subespacio.

Ejercicios

1. Hallar la proyección del vector (1, 2, 1) sobre los siguientes subespacios vectoriales de R3:

a) U = Gen({(0, 1, 2), (1, 2, 3)})

b) W = {(x, y, z) ( R3 : x − 2y + 3z = 0}
2. Calcular la proyección ortogonal del vector (1, 0, 1) sobre los subespacios generados por

{(1, 2, 1), (0, 1, 1)} y {(2,−1, 0)}. ¿Cual es la distancia de este vector a cada uno de los

subespacios?
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< v - v , v1 > = 0		y          < v - v , v2 > = 0





como


v =  ( v1 +  ( v2


 


para algún par de números ( , (





tenemos que





< v – ( ( v1 +  ( v2 ) , v1 > = 0





Por lo tanto	      





< v , v1 > - < ( v1 , v1> -  < ( v2 , v1 > = 0





Concluyéndose que





< v , v1 > - ( <  v1 , v1> - ( <  v2 , v1 > = 0





Como < v1 , v2 > = 0 ,  ya que v1  y  v2  son ortogonales





Tenemos que


(  = < v , v1> / < v1 , v1 >








	











(  = < v , v2> / < v2 , v2 >





    v   = ( < v , v1> / < v1 , v1 > )  v1 +  ( < v , v2> / < v2 , v2 > ) v2








 v = ( < v , v1> / < v1 , v1 > )  v1  +   ( < v , v2> / < v2 , v2 > ) v2  + ... +    ( < v , vk> / < vk , vk > ) vk








