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7.3.- Subespacios E(()
Para cada autovalor  ( de una matriz A, definiremos  el conjunto  E(() como el conjunto de los autovectores con autovalor ( al cual se le anexa el vector v = 0.

Es decir:

E(() = (v ( A v = ( XE "Subespacios  E(()"  v(
Se puede probar que con las operaciones definidas en el espacio vectorial Rn, E(() es un subespacio.

En el conjunto E((), se ha incluido, como se dijo, al vector v = 0, a pesar de que no es un autovector, por definición. La definición de E(() no exige la condición v ( 0, lo cual determina que 0 ( E((), no importa el valor de (. Sin esta posibilidad E(()  no sería un subespacio.

AUTOVALORES Y AUTOVECTORES  XE "Complejos:autovalores, autovectores" COMPLEJOS
La ecuación característica nos permitirá mostrar que si una matriz no es simétrica (los autovalores de las matrices simétricas son reales), aun cuando conste de entradas reales, sus autovalores pueden ser números complejos y por lo mismo tendran entradas complejas sus autovectores.

Sea  
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A =



Luego , la ecuación característica sera








= (2 - 2( + 2 = 0

y sus autovalores serán  (1= 1 + 2i , (2 = 1 - 2i 

 Al resolver,     Ax = (x, en el caso (1 = 1 + 2i, arribamos a la ecuación, con infinitas soluciones:




(i-1) x + y = 0,

Lo cual indica que  y = (1-i) x, y los autovectores deberán ser del tipo













   x

, donde la x puede tomar cualquier valor


Por lo tanto


E(1 + 2i) = ( x

(
Es un subespaciode dimensión 1, una recta en R2, cuyo único generador ( y base) es el vector

.

     v1 = 
       


Como  E(1 – 2i) = ( x                (

Se concluye que E(1 – 2i) es también un subespacio de dimensión 1, cuya base es

LA IMPORTANCIA DE LOS SUBESPACIOS E(()

Fue nuestra decisión evitar ejemplos de matrices con elementos complejos. Pese al ejemplo anterior nos mantendremos en nuestro punto de vista y evitaremos trabajar con matrices que pese a que estén compuestas por números reales sus autovalores sean números complejos y  por lo tanto tendrían autovectores con números complejos.

Estudio de los subespacios E(()

Mostraremos la relación de tales subespacios con la diagonalización de matrices a partir del siguiente ejemplo

Para la matriz 
A = 
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, el polinomio característico es –((-3)2((+3) y por lo tanto sus autovalores son   (1=3,  de multiplicidad algebraica 2   y    (2=-3 , de multiplicidad algebraica 1.  Sus subespacios E ((), serán  E ((=3), y E ((=-3).

E( ( =3 ):
Sea    Ax = 3 x






=  3  


Luego




   

Llegando a

El cual se reduce a



Utilizando la sustitución


        x1  -   2 x2   -    x3 = 0

 x1  =   2 x2   +    x3







 x2  =      x2  






 x3  =      x3

encontramos la solución general




    =  x2
                +   x3
Luego

y
son autovectores linealmente independientes (verifique la independencia) y constituyen una base de E ( ( = 3 ), ya que su número ( multiplicidad geométrica) es igual a la multiplicidad algebraica de ( = 3, que es 2, como raíz del polinomio característico. Verificándose además la proposición 2. del teorema espectral para matrices simétricas que se encuentra a continuación de los ejercicios de esta sección el cual señala que en el caso de matrices simétricas, la dimensión de E(() es igual a la multiplicidad algebraica de ( como raiz de la ecuación característica.

E( ( = - 3 ):

Resolveremos    Ax = - 3 x






=  - 3  


Luego





Llegando a

El cual se reduce por gauss- Jordan a:

Utilizando la sustitución


        x1  +   
   x3 = 0

 
x1  =   - x3



         x2   - 2 x3 = 0


x2  =  2 x3  
encontramos la solución general




    =  x3
                 


Luego E( ( = -3 ) es un subespacio de dimensión 1, generado por el vector 

Por lo tanto E (( = -3) es un subespacio de dimensión 1, verificándose de nuevo la proposición 2. del teorema espectral para matrices simétricas el cual se encuentra un poco mas adelante. La multiplicidad geométrica de ( = -3, (dimensión de E((=-3)), es igual a su multiplicidad algebraica como raíz del polinomio característico (esto es siempre válido para matrices simétricas)

El teorema espectral para matrices simétricas , el cual se encuentra a continuación del siguiente grupo de ejercicios, afirma en la proposición 3  que los vectores de E((=3) son mutuamente ortogonales con los de E((=-3), lo cual se puede verificar efectuando los productos punto o interiores, de cada uno de los vectores

 
y

con 

los cuales dan 0, por supuesto.

Ejercicios

1. Para las siguientes matrices

a. Calcule sus autovalores utilizando la ecuación característica
b. Estudie cada uno de los subespacios E((), especificando en cada subespacio una base, su dimensión, y si su dimensión (multiplicidad geométrica de () es igual a la multiplicidad algebraica de (.
i)  



ii)


iii)



























































iv)



v)


   vi)   

2.
Demuestre que si A es una matriz no singular, entonces autovalores de A -1 son de la forma (-1, en donde los ( son precisamente los autovalores de A. 

Ayuda:

Método 1. Para cada autovalor ( de A, y su autovector asociado x, calcule  A-1x.

Método 2. Estudiando (A-1 - ( I( y relacionándolo con (A - (-1 I(
3.     Verifique que los autovalores de las matrices diagonal , triangular superior y triangular inferior, respectivamente


A =


B =


C = 


son  1, -2, 3. Pruebe que en general si A es una matriz cuadrada diagonal, triangular superior o inferior, sus autovalores son los elementos de la diagonal. Ayuda: La matriz A-(I sería diagonal, triangular inferior o triangular superior según el caso. El determinante de una matriz diagonal o triangular, superior o inferiror, es precisamente el producto de los elementos de la diagonal.

4 Calcule el espectro o conjunto de autovalores de la siguiente matriz, señalando para cada autovalor su multiplicidad algebraica.



5.
Halle el espectro de las siguientes matrices. Para cada autovalor ( halle una base de E(().






,


         , 















6. 
a) El rango de una matriz es el número de columnas linealmente independientes. Demuestre que las transformaciones semejantes preservan el rango. Es decir que si A es de rango r, entonces H-1AH es de rango r.


b) Demuestre que si H-1AH = D, donde D es una matriz diagonal, entonces HTA(HT)-1 = D


c) Demuestre que el rango de una matriz diagonal es igual al número de elementos diferentes de 0 en su diagonal.


d) Demuestre que si A es diagonalizable entonces el rango de A es igual al rango de AT. (Esta proposición es verdadera para toda matriz A, sea o no diagonalizable).
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