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Capítulo 7                                     Diagonalización


7.9.- Diagonalización
DIAGONALIZACION XE "Diagonalización:matrices no simétricas"  DE MATRICES NO SIMÉTRICAS
Estudiaremos ahora por medio de dos ejemplos el caso de la diagonalización de matrices no simétricas.

Ejemplo 1
Utilizaremos el polinomio característico para diagonalizar la matriz




     A  =

En este caso







 = (1-()


       =



=   (1-() (   ((-2) ((+1) + 2 ) = (1-() ( (2 - ( ) =  (1-() ( ( ( - 1 ) =  - ( ( ( - 1 )2
De





- ( ( ( - 1 )2 = 0,

concluimos que los autovalores son:







( = 0,  de multiplicidad 1

y





( = 1,  de multiplicidad 2

Estudiemos E(( = 0).

Partiremos de



Ax = 0x

O de manera equivalente

Restando a la tercera ecuación la primera, llegamos a:


Este sistema se reduce por lo tanto a :


y = 0







    2 x – z = 0 

Concluyéndose que:

x = (1/2) z  ,  y =  0

Una solución general será por lo tanto







       =   

    =  

   =  z

Por lo tanto E(( = 0) es un subespacio de dimensión 1, generado por


Para nuestra comodidad cambiaremos el vector generador por


( el doble del anterior)

La multiplicidad algebraica y geométrica de ( es la misma, lo cual conviene a nuestro proceso.

Estudiaremos ahora el autovalor  ( = 1

Al resolver



A x = x

Llegamos a:

En consecuencia


Este sistema se reduce por lo tanto a :
x = 2y + z


Concluimos que una solución general es:







=
       +
        =   y
   +   z


La base buscada para E((=1) está formada por los vectores







y

De nuevo, la multiplicidad geométrica de E((=1) , que es 2, es la misma que la algebraica.

Los vectores




v1  =

       v2  =

v3  =


Forman una base de R3. Por lo tanto la matriz


es la matriz buscada.

Corresponde al lector comprobar que





    - 1











 
=

Es decir, que la transformación semejante encontrada, diagonaliza a la matriz A.

Es inutil tratar de hallar una matriz ortogonal que diagonalize a la matriz A, como se hizo en el caso de las matrices simétricas ya que aquí no se cumple necesariamente la condición 3 del teorema espectral para matrices simétricas, ya que A, en este caso, no es simétrica. Por lo tanto los vectores de E((=0) no son necesariamente ortogonales a los vectores de E((=1). En particular:

El vector

generador de E((=0), no es ortogonal a ninguno de los vectores base de E((=1), como puede comprobarse de los productos internos:










    T




    T

     

         =  3 ( 0     


         = 2 ( 0

Las matrices ortogonales de rotación tan convenientes en el caso de las matrices simétricas, producen al aplicarlas como transformaciones semejantes un 0 en posición ( i, j ), mas no precisamente un cero en la posición ( j, i ).

Hemos dicho que hay alternativas para resolver estos problemas de diagonalización, mas ya sabemos que esta matriz se puede diagonalizar por una transformación semejante, lo cual es bastante conveniente. Limitados como estamos a escoger los temas ya que no se pretende hacer un curso que vaya mas allá de las posibilidades de un curso relativamente breve, no ahondaremos en la presentación de métodos estables, que resuelvan el problema de diagonalización de matrices no simétricas.

No todas las matrices no simétricas son diagonalizables por transformaciones semejantes como veremos en el ejemplo siguiente.

Ejemplo 2

Tratemos de aplicar nuestro “tradicional” método de diagonalización, a partir del cálculo de las raíces de la ecuación característica, a la matriz:





  A   =

Al calcular







       = -((-3) 2 ((+5) = 0

Encontramos los autovalores:
( = 3, de multiplicidad 1 y ( = - 5 de multiplicidad 2.

Las dificultades para la diagonalización, aún por medio de una transformación semejante no ortogonal, se presentan a nivel del subespacio E((=3). Procedamos.

Al resolver


Ax = 3x

Nos encontramos con:

Equivalente a:

Concluyéndose:

y = 0,  z = 0,  x puede tomar cualquier valor.

La solución general del sistema de ecuaciones será:






   =  x 

Luego E((=3) es de dimensión 1. La multiplicidad geométrica de ( es 1, mientras que su multiplicidad algebraica en la ecuación característica es 2. No podemos hallar en E(( = 3) dos vectores linealmente independientes, para construir las dos primeras columnas independientes de la matriz inversible que se debería utilizar en la diagonalización. 

Diagonalizar esta matriz, por una transformación semejante es “teoricamente” imposible. Más lo es tratar de hallar una transformación semejante ortogonal. 

Una matriz A es normal si AAT = ATA. Una matriz A es diagonalizable por una transformación ortogonal, si y sólo sí es una matriz normal. No presentamos prueba de esta afirmación ni ahondaremos en su utilización.

EJERCICIOS

1.
Demuestre que la matriz

no se puede diagonalizar por una transformación semejante, utilizando los dos siguientes métodos:

a) Demuestre que su único autovalor es 1, de multiplicidad algebraica 2 y que E((=1) es de dimensión 1, y por lo tanto no se podrá hallar en E((=1) dos autovectores linealmente independientes. Complete el argumento si lo considera necesario.

b) Trate de descomponer a dicha matriz, como

       -1

  

        =   


y llegue a una contradicción.

2.  Halle una transformación semejante que diagonalice a cada una de las siguientes matrices A. De paso calcule los subespacios E((). En cada caso calcule A 6 utilizando la descomposición A=HDH-1. Sugerencia A6 = HD6H-1.

   (a)


, (b)  
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3.  Diagonalice cada una de las siguientes matrices, por una transformación semejante. Si la matriz no es diagonalizable, indique por qué.


(a)  
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 (b)
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OTRAS APLICACIONES DE LA  XE "Diagonalización:aplicaciones" DIAGONALIZACIÓN
1. Asuma que una matriz cuadrada A se ha diagonalizado por una transformación semejante, de modo que:



En tal caso

      A2 = HDH-1HDH-1= HDDH-1 = HD2H-1





      A3 = A2A= HD2H-1HDH-1= HD3H-1
En general, en este caso  
An = HDnH-1
Permitiendo un fácil calculo de An para cualquier potencia entera positiva n.

Ejemplo

A partir de la diagonalización de la matriz               A  =




       =





 = HDH-1

Calculamos





   A100 = HD100H-1
En donde

D100  =

Para potencias altas de A este método es sustancialmente práctico.

Este método se aplica también para todo tipo de polinomios:

Si queremos evaluar  p(A) =  2I + 3A - (1/2)A2 , evaluaremos




H p(D) H-1 = H                     



H-1


    = H


H-1
Lo mismo respecto a funciones tales como




sen (A) = H 


        H-1





Lo mismo se extiende  a todo tipo de funciones.

2. La siguiente aplicación relaciona los temas de diagonalización con las cadenas de Markov


 La matriz  T =    
        es una matriz de transición regular en el sentido que se definió en el capítulo 1.

Es decir tal que T k, para algún k > 0, está conformada por números positivos. En este caso k = 1.

También señalamos en el capítulo 1 que Tn, si T es estocástica regular, tiende a una matriz con todas sus columnas iguales (repase el ejemplo del capítulo 1).

También hablamos allí de los vectores de estado. El inicial x0, el siguiente x1, con la propiedad






x1 = Tx0

La matriz  T n tiende a una matriz con todas sus columnas iguales a medida que n crece, tal como se verifica en el ejemplo del capítulo 1.

Ejemplificaremos esto en el caso sencillo de la matriz estocástica regular T señalada arriba. Para observar la convergencia cuando n crece, diagonalizaremos tal matriz.

Los valores propios son (1 = 1 y  (2 = 0,3  (calcúlelos utilizando el polinomio característico)

Los subespacios E(() son por supuesto de dimensión 1 (no les queda alternativa en este ejemplo)


Escoja en E((=1) la base  v1 =  
  y en E((=0.3) la base  v2 =         

Se tiene por lo tanto que:



     T  =

          =      V

     V-1
En donde V es la matriz cuyas columnas son v1 y v2. 

Por lo tanto




Tn = V 

      V-1 =  V 

      V-1
Cuando n ( ( ,  0.3n ( 0


Por ello Tn (   V 
           V-1. 

La estructura de la matriz diagonal involucrada se comentará mas adelante.

En consecuencia, la matriz estocástica Tn converge, a una matriz que calcularemos en nuestro ejemplo.


En nuestro caso   V =

    . Por lo tanto V-1 = 

Por lo tanto 




Tn (   


Confirmandose que Tn tiende a una matriz con sus columnas iguales. El vector 

es precisamente un vector que se denomina vector de estado estacionario XE "Vector:de estado estacionario"  y es nada menos que el autovector que satisface  Tx = x, con la condición añadida de que la suma de sus componentes da 1 ( el 100%). Por ello se prefirió al autovector 

Que es también elemento de E((=1) pero que no puede ser un vector de estado.

Por supuesto que el calculo del vector de estado estacionario, pasa por


i) Hallar un autovector de E((=1)

  ii) Normalizarlo, de tal manera que la suma de sus componentes sea igual a 1 (100%)

 iii) Ese es el vector de estado estacionario, al cual tenderá la distribución final del mercado de       mantenerse la tendencia señalada por la matriz de transición T (revise de nuevo el ejemplo presentado en el capítulo 1)

Es importante anotar que en el caso de las matrices de transición regulares, el número 1 es el autovalor XE "Autovalor:dominante"   dominante, es decir el autovalor (k de mayor valor absoluto, es decir, tal que 

((k ( > ((i ( para todo otro autovalor (i.

Es por ello que los demás autovalores son de valor absoluto menor que 1 y por lo tanto convergen a 0, en Dn, a medida que n crece, tal como paso con el autovalor 0.3 del ejemplo.

Ejercicios
1) Para la matriz estocástica    T =

 halle el vector de estado estacionario correspondiente al 

                        autovalor      
  dominante ( = 1. Compruebe que este es 


2) Las siguientes matrices fueron diagonalizadas en este capítulo. Para cada una de ellas calcule A4 utilizando la diagonalización y efectuando la operación sobre la transformación semejante y también por multiplicación directa como AAAA.




a)

|
       b)

2	-2        -1


0	 1	0


2	-4        -1





Hemos utilizado 1-( y su cofactor





2-(	- 1





2	-1-(





2-(	-2        -1


0	 1-(	0


2	-4        -1-(





2x  - 2 y  -  z = 0


         y	        = 0


2x  - 4y   -  z = 0 





2x  - 2 y  -  z = 0


         y	        = 0


      - 2y         = 0 





x


y


z





(1/2) z


     0


     1





(1/2) z


     0


     z





(1/2) 


   0


   1





(1/2) 


   0


   1





   1 


   0


   2





2x  - 2 y  -  z = x


         y	        = y


2x  - 4y   -  z = z 





  x  - 2 y  -  z = 0


         y	        = y


2x   - 4y – 2z  = 0 





2 


1


0





1


0


1





2 y


  y


  0





z


0


z





x


y


z





2 


1


0





1


0


1





   1 


   0


   2





1


0


1





2 


1


0





1      1      2


0      0      1


2      1      0





0	 0         0


0	 1	0


0	 0          1





1      1      2


0      0      1


2      1      0





1      1      2


0      0      1


2      1      0





2	-2        -1


0	 1	0


2	-4        -1





   1 


   0


   2





1


0


1





2 


1


0





   1 


   0


   2





1


0


1





3   -1     0


0    3     0


0    0   - 5





3-(    -1     0


0        3-(     0


0        0    - 5-(





3x  -   y 	          = 3x


        3y           = 3y


	   - 5z = 3z





 - y  =  0


   y =  y


-5z = 3z





x


y


z





1


0


0





1    1


0    1





e    0


0    f





a    b


c    d





1    1


0    1





a    b


c    d





-1    -1     1


  0    -2     1


  0      0   -1





A = HDH-1, en donde D es una matriz diagonal








(1   0     0     ...    0


 0    (2   0     ...    0


          .   .   .   .    . 


  0     0     0    ...    (n


   





 2     5


-1   - 4








 2     5


-1   - 4








-5      1     


 1    - 1








 1      0     


 0    - 3








-1/4    - 1/4 –1/4   - 5/4








 1100    0


  0     (-3)100








 2+3(1)-(1/2)12                    0


            0             2 + 3(-3) – (1/2)(-3)2








 9/2      0


  0     -23/2








 sen(1)        0


  0         sen(-3)








0.6     0.3


0.4     0.7








  1


 -1








3/7


4/7








  1       0


  0     0.3








0.6     0.3


0.4     0.7








  1       0


  0     0.3n








  1n     0


  0     0.3n








  1       0


  0       0








  1        1


 4/7  - 3/7 








 3/7      1


 4/7    - 1 








 3/7     3/7


 4/7     4/7








3/7


4/7








3


4








.3    .4     .5


.3    .4     .3


.4    .2     .2








Concluya que si n((,  Tn (





.3888...   .333...   .2777...


.3888...   .333...   .2777...


.3888...   .333...   .2777...





.3888....


.3333 ...


.2777 ...





2	-2        -1


0	 1	0


2	-4        -1





2	 2	 1 


2	-1	-2


1	-2	 2








_1143216162.unknown

_1143217529.unknown

_1143217752.unknown

_1143217827.unknown

_1143217675.unknown

_1143216460.unknown

_1143215923.unknown

