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1. Grupos

Un semigrupo es una pareja (G, ) donde G es un conjuntoy -: G x G — G
es una operacién asociativa. En lo sucesivo la operacién actuando sobre dos
elementos de una estructura algebraica se expresard por simple yuxtaposicién
a menos que se indique lo contrario.

Un monoide es un semigrupo (G, -) con identidad, esto es, existe e € G tal
que ex = xe = x para todo x € G.

Un elemento u € G en un monoide (G, -) es una unidad si existe 1’ tal que
uw'u =uu’ = e, donde e es la identidad de G.



Si cada elemento de un monoide (G, -) es una unidad entonces a dicho mo-
noide se le denomina grupo. Si, ademas, la operacién del grupo es conmutativa,
dicho grupo se dice abeliano.

Si el conjunto G de la estructura algebraica es finito, se dice que la estructura
algebraica es finita, y la cardinalidad del conjunto se representa con |G| y se
denomina orden de la estructura algebraica. Si (G, -) es un grupo finito, entonces
|G| es el orden del grupo. En lo futuro sélo se escribira el conjunto que sirve de
base a la estructura algebraica, esto es, el grupo (G, -) se escribird simplemente
como G.

1.1. Ejemplos

Denotemos por E™ el espacio euclideo n-dimensional. Una figura geométrica
S puede verse como un subconjunto de E™. Una simetria de S es una transfor-
macién T: E™ — E™ con la propiedad de que T(S) = S. El conjunto de todas las
simetrias de S es un grupo, el llamado grupo simétrico de S, bajo la composicién
de funciones.

Para todo natural n > 2, el grupo diedral D;,, de orden 2n es el grupo de
simetria de un poligono regular de n lados. Consiste en todas las rotaciones con
angulos % conj=0,1,2,...,n—1 junto con las reflexiones respecto a los n
ejes de simetria del poligono.

Las simetrias de un rectangulo que no sea un cuadrado constituyen un grupo
de orden 4. Las simetrias son las siguientes: la identidad, la reflexién con respecto
a los ejes vertical y horizontal, y rotacién por 7t radianes. Si I denota la identidad,
A y B las rotaciones con respecto a los ejes de simetria y C la rotacidén, tenemos
que A2=B2=C>=1, AB=BA =C,AC=CA =ByBC=CB=A.
Este grupo es abeliano, y generalmente se le refiere como el grupo de Klein (en
aleman, Kleinsche Viergruppe).

Las simetrias de un tetraedro regular tridimensional son un grupo. Cual-
quier permutacién de los vértices del tetraedro puede ser efectuada por una
simetria apropiada. Mds atin, cada simetria estd univocamente determinada por
la permutacién de vértices que induce. Por lo tanto, el orden de este grupo es
24, puesto que hay 24 permutaciones en un conjunto con cuatro elementos. Sin
embargo, este grupo no es abeliano.

1.2. Propiedades elementales de los grupos
Lema 1. Hay exactamente un elemento identidad en un grupo.

Demostracién. Sean f, e dos elementos identidades en el grupo. Entonces fe =
ef = e =1, y el resultado se sigue. U

Lema 2. Un elemento x de un grupo G tiene eractamente un tnverso.



Demostracién. Existe al menos un x' tal que xx’ = x'x = e. Si z es otro
elemento tal que xz = e entonces z = ez = (x'x)z = X/ (xz) = ¥e = X/, y
anédlogamente si zx = e. Luego el inverso estd univocamente determinado. [

El lema anterior permite escribir el inverso de x como x .

1 —1,-1

Lema 3. Sean x ey elementos de un grupo G. Entonces (xy)~ =y~ 'x
Demostracion. Segun las propiedades de un grupo tenemos que
Oy "x ) =x(yly"x ) =x((yy~ " x )
=x(ex ) =(xe)x T=xx""=e.
Similarmente, (y~'x"')(xy) = e, y por lo tanto (xy)~' =y~ 'x7', segiin el
lema anterior. O

Nétese que en particular (x')~! = x, por la simetria de los requerimientos
del inverso.
Definimos recursivamente x™ para cada entero no negativo n a través de

0

x®=eyx™=x""Tx, y como x ™ = (x™)"! para los enteros negativos.

Teorema 1. Sea x un elemento de un grupo G. Entonces x™™™ = x™x" y
XM = (x™)" para cualesquiera enteros m y n.

Demostracion. Las identidades son obvias en el caso en que tanto m como n
son nulos. Si ambos son positivos, acudimos a una doble induccién. Si ambos
son negativos basta tomar el inverso de las identidades, y si difieren en signo se
deducen facilmente de los dos casos anteriores. O

Nétese también que en los grupos las expresiones (xyz)w = x(yzw) =
(xy)(zw), etcétera, son todas equivalentes, y por lo tanto el producto xyzw
o de cualquier numero finito de términos estd univocamente determinado.

1.3. Subgrupos

Definicién 1. Sea G un grupo. Un subconjunto H de G es un subgrupo de G
si

1. La identidad de G estd en H.

2. HH C H, donde HH representa a todos los posibles productos de elementos
de H.

3. H' C H, donde H! representa el conjunto de los inversos de todos los
elementos de H.



Si H es un subgrupo de G se escribe H < G.
Segun la definicién G < G. Si H < G y H # G, entonces escribimos H < G.

Lema 4. Para que un subconjunto H no vacio de un grupo G sea un sub-
grupo solo basta que se cumplan los puntos 2 y 3 de la definicion.

Demostracion. En efecto, asumamos 2 y 3 y demostremos que se cumple 1. Sea
g € G. Por el inciso 3 tenemos que g~ ' € G, y por 2 se sigue que gg~ ' =e € G,
y el lema queda demostrado. O

Lema 5. Sea x un elemento de un grupo G y definamos el conjunto (x) :=
{x':1i € Z}. Entonces (x) < G.

Demostracion. Puesto que e = x°, segtin la definicién, se satisface la primera

propiedad de subgrupo. Por el teorema anterior, x™x™ = x™*™", para cuales-
quiera m y m enteros, y ya que m + n también es un entero, se cumple la
segunda propiedad de subgrupo. Por defincién, (x™)~! ™y claramente
—m también es un entero. Luego (x)f1 C (x), y se satisface la tercera propiedad
de subgrupo, y la prueba concluye. O

= X

El subgrupo (x) se conoce como el subgrupo generado por x. El orden de x
es el minimo entero n positivo tal que x™ =e.

Lema 6. Sea G un grupo y H,K < G. Entonces HNK < G.

Demostracién. Como H, K < G, la identidad e pertenece a ambos, y de ahi que
a su interseccién. Como ambos son subgrupos, si x,y € HNK entonces xy € H,
y xy € K, luego xy € HN K. Por la misma razén x~' ¢ HNK, y la prueba
termina. O

El lema anterior se puede generalizar para cualquier coleccién de subgrupos
de un grupo dado.

1.4. Grupos ciclicos

Definicién 2. Un grupo G es ciclico si existe x € G tal que (x) = G. A tal
elemento se le denomina generador.

El grupo aditivo de los enteros es ciclico con el 1 como generador.
El grupo aditivo Z,, de las clases de equivalencia médulo n es ciclico.

Lema 7. Sea G un grupo ciclico finito con generador x, y seaj y k enteros.
Entonces x) =x* si y sélo si j = k(mod|G|).



Demostracion. Probaremos primero que x™ = e para algun entero positivo m.
Debe ser que x) = x* para algunos enteros j y k con j < k, puesto que el grupo
es finito. Sea m = k —j > 0; entonces x™ = x*¥J = x*x™7 = e. Sea n el menor
entero positivo tal que x™ = e. Segun el algoritmo de la divisidn, para cualquier
entero i existen q y r tales que i = qn+rcon 0 < v < n (asi q es el menor
enter tal que qn < i). Por lo tanto, x! = (x™)9x™ = ex” = x". La eleccién de r
garantiza que x” # e si 0 < r < n. Se sigue que el entero i satisface x' = e si
y sélo si n divide a i. Sean j y k enteros. Ahora x) = x* si y sélo si x) 7% = ¢,
y se sigue que esto es posible si y sélo si j — k es divisible entre n. Dicho de
otro modo, j = k(mod|G|). Ademsés, n es el orden del grupo pues cada x! con
0 <1i< n son distintos. O

Ahora clasificaremos todos los subgrupos de un grupo ciclico G. Sea x €l
generador de G. Dado un subgrupo H de G con mas de un elemento, sea m
el menor entero positivo tal que x™ € H. Supongamos que x' € H para algtin
entero i. Ahora 1 puede expresarse como i = qm + 1, donde q y T son enteros
y 0 <1 < m. Ahora x" = x'"9™ = x}(x™)~9, con x',x™ € H, y por lo tanto
x" € H. La eleccién de m asegura que v = 0, y de aqui que i = gm. Asi que
x' € H si y sélo si i es algin multiplo entero de m. Eso muestra que H es el
grupo ciclico con x™ como generador, donde m es el minimo entero positivo tal
que x™ € H.

Supongamos que el grupo G es finito. Sea s el orden de G. Entonces x° = e,
y de aqui que x° € H. Se sigue que s es un miultiplo entero de m, donde m
es el minimo entero tal que x™ € H. Por lo tanto todos los subgrupos de un
grupo finito G son el subgrupo trivial {e} y los generados por x™ donde m es
un divisor de s.

Consideremos el caso en el que G es infinito. Para cada entero m el elemento
x™ genera un subgrupo de G y de hecho m es el minimo entero tal que x™
pertenece al subgrupo. Por lo tanto G es un grupo ciclico infinito con generador
X y cuyos subgrupos ciclicos son generados por x™ donde m es un entero no
negativo.

1.5. Clases laterales y el teorema de Lagrange

Definicién 3. Sea H un subgrupo de G. Una clase lateral izquierda de H en G
es un subconjunto de G de la forma xH, donde x € G y

xH ={y € G:y = xh para algtin h € H}.

Similarmente, una clase lateral derecha de H en G es un subconjunto de G
que es de la forma Hx donde x € G y

Hx ={y € G : y = hx para algin h € H}.

Nétese que un subgrupo H de G es en si mismo una clase lateral de H en G.



Lema 8. Sea H un subgrupo de G. Entonces las clases laterales izquierdas
de H en G tienen las siguientes propiedades:

1. Tenemos que x € xH para todo x € G.

2. Six ey son elementos de G y sty = xa para algin a € H, entonces
xH =yH.

3. Six ey son elementos de G y st xHNYyH es no vacio entonces xH = yH.

Demostracion. Seax € G. Entonces x = xe, donde e es la identidad de G. Pero
e € H, pues H es subgrupo de G. Se sigue que x € xH. Esto prueba 1.

Sean x e y elementos de G, donde y = xa para algin a € H. Entonces
xh =y(a~"h) para todo h € H. Més atin ah € Hy a~'h € H para todo h € H,
pues H < G. Se sigue que yH C xH y xH C yH y por lo tanto xH = yH. Esto
prueba 2.

Finalmente, supongamos que x,y € Gy xHNyH # (. Seaue xHNyH, y
asi u = xhy = yh,. Entonces x = yhzhf1, como hzhf1 € H, segin el inciso 2
se sigue que xH = yH. O

De este lema se deduce que las clases laterales izquierdas constituyen una
particién de G.

Lema 9. Sea H un subgrupo finito de G. Entonces cada clase lateral 1z-
quierda de H en G tiene el mismo nimero de elementos que H.

Demostracién. Sea H = {h;,h;,..., hy,}, donde hq,hy, ..., hy, son distintos
y sea x un elemento de G. Entonces la clase lateral derecha xH consiste en los
elementos xh; para j = 1,..., m. Supongamos que j y k son enteros entre 1
y m para los cuales xh; = xhy. Entonces h; = x~'(xh;) = x~'(xhx) = hy,
lo que contradice que los elementos son distintos. Se sigue que cada xh; con
j = 1,...,m son distintos, y que la clase lateral derecha xH tiene el mismo
numero de elementos que el subgrupo H, como se pedia. O

Teorema 2 (Lagrange). Sea G un grupo finito, y sea H un subgrupo de
G. Entonces el orden de H divide al orden de G.

Demostracién. Cada elemento de G pertenece a al menos una clase lateral
izquierda de H en G, y como las clases forman una particién de G, se sigue
que cada elemento de G pertenece exactamente a una clase lateral izquierda.
Mas ain, cada clase lateral izquierda de H contiene |H| elementos. Por lo tanto
|G| = n|H| donde n es el ntimero de elementos de H, y el resultado se sigue. [

Definicién 4. Sea H un subgrupo de G. Si el niimero de clases laterales iz-
quierdas de H en G es finito, tal niimero se denomina indice de H en G, y se
denota por [G : H].



Corolario 1. Sea x un elemento de G. Entonces el orden de x divide al
orden de G.

Corolario 2. Cualquier grupo finito de orden primo es ciclico.

Demostracion. Sea G el grupo finito de orden primo y x alguno de sus elemen-
tos distinto de la unidad. Entonces el orden de x es mayor que uno y divide al
orden de G. Pero el orden de x debe dividir al de G, pero como |G| es primo,
debe ser que el orden de x es igual al de G. Luego G es un grupo ciclico generado
por x. O

1.6. Grupos normales y grupos cociente

Sean A y B subconjuntos de G. El producto AB de los conjuntos A y B se
define como AB = {xy : x € A,x € B}. Denotamos a {x}A y A{x} por xA y Ax,
para todos los elementos x de G y subconjuntos A de G. La asociatividad del
grupo G asegura que (AB)C = A(BC) para cualesquiera subconjuntos A, B, C
de G, luego el producto ABC estd univocamente determinado. El producto de
un numero finito de subconjuntos se extiende de manera obvia.

SiA,B,CC Gy A C B, entonces claramente AC C BC y CA C CB.

Nétese que si H es un subgrupo de un grupo G y x es un elemento de G en-
tonces xH es la clase lateral izquierda de H en G que contiene a x. Similarmente,
Hx es la clase lateral derecha de H en G que contiene a x.

Si H es un subgrupo de G entonces HH = H. De hecho HH C H, puesto
que el producto de dos elementos de un subgrupo es en si un elemento de H.
También H C HH puesto que h = eh para cualquier elemento h € H, donde e
es la identidad de G y que pertenece a H.

Definicién 5. Un subgrupo N de un grupo G se dice normal en G si xnx~' € N
paracadan € Ny x € G, y lo denotamos por N < G.

Definicién 6. Un grupo no trivial G se denomina simple si sus tinicos subgrupos
normales son el grupo total y el subgrupo trivial {e}.

Lema 10. Cada subgrupo de un grupo abeliano es normal.

Demostracion. Sea N un subgrupo de un grupo abeliano G. Entonces

1

xnx " = (xn)x~!

T—nxx")=ne=n

= (nx)x~
para todon € N y x € G, y el resultado se sigue. O

Proposicion 1. Un subgrupo N de un grupo G es un grupo normal de G
si y sélo st xNx~ ' =N para todos los elementos de x de G.



Demostracion. Supdéngase que N es normal en G. Sea x un elemento de G.
Entonces xNx~! C N, segiin la definicién. Reemplazando x por x~! vemos
también que x "Nx C N, y asi N = x(x "Nx)x~! c xNx~ ', y de aqui se

concluye que xNx~' = N.
Reciprocamente, si N es un subgrupo de G que cumple con xNx~' = N, por
definicién se satisface que N es normal. O

Corolario 3. Un subgrupo N de un grupo G es normal st y sélo st xN = Nx
para todo x € G.

Demostracion. Sea N un subgrupo de G, y sea x un elemento de G. Si xNx ! =
N, entonces Nx = (xNx~')x = xN. Reciprocamente, si xXN = Nx, entonces
xNx~! = Nxx~! =Ne =N, y segiin teorema esto implica que N < G. O

Sea N un subgrupo normal de G. Por el corolario anterior podemos eliminar
la distincién entre clases laterales izquierdas y derechas de N y decir simple-
mente clases laterales de un subgrupo normal.

Lema 11. St N es un subgrupo normal de un grupo G y sean x ey elementos
de G. Entonces (xN)(yN) = (xy)N.

Demostracién. Si N es un subgrupo normal de G, entonces yN = Ny, y por
lo tanto (xN)(yN) = x(Ny)N = x(yN)N = xy(NN). Pero NN = N, puesto que
N es un subgrupo de G. Por lo tanto (xN)(yN) = (xy)N, como se pedia. O

Proposicion 2. Sea G un grupo, y sea N un subgrupo normal de G. En-
tonces el conjunto de todas las clases de N en G es un grupo bajo la multi-
plicacion de clases. El elemento identidad es N mismo, y el inverso de la
clase xN es x "N para todo x en G.

Demostracién. Segun el lema anterior la operacién estd bien definida, y el resto
de la proposicién es claro. U

Definiciéon 7. Sea N un subgrupo normal de un grupo G. El grupo cociente
G/N se define como el grupo de las clases laterales de N en G con el producto
de clases.

Ejemplo 1. Consideremos el grupo diedral Dg, que representa el grupo de
simetrias de un cuadrado plano. Entonces

DS = {I)R)RZ)R3)T1yT2aT3)T4}>

donde I es la transformacién identidad, R un rotacién en sentido antihorario
entorno al centro del cuadrado en un angulo 7t/2, y T;, T2, T3 y T4 son las refle-
xiones con respecto a las bisectrices del cuadrado: la horizontal, una diagonal,
la vertical y la otra diagonal respectivamente. Sea N = {I, R?}. Entonces N es



un subgrupo de Dg. Las clases laterales izquierdas de N en Dg son N, A, B y C,
donde
A={RR’},B={T, T3}, C={T, Tu}.

pues R = RI, R? = RR? (la clase lateral izquierda de R); Ty = T11, T3 = T1R? (la
clase lateral izquierda de Ty ); y T = Tol, Ty = T,R2.
Mas aun N,A,B y C son también clases laterales derechas de N en Dg, y

por lo tanto N es normal en Dg. Al multiplicar las clases entre si tenemos que
AB=BA=C,AC=CA=ByBC=CB=A.

1.7. Homomorfismos

Definicién 8. Un homomorfismo 0 : G — K de un grupo en otro es una funcién
con la propiedad 0(g1g2) = 0(g1)0(g2) para cada g1,92 € G.

Ejemplo 2. Sea q un entero. La funcién que va del grupo Z de enteros a
s{ mismo definida por 8(n) = gn es un homomorfismo.

Ejemplo 3. Sea x un elmento de un grupo G. La funcién 6(n) = x™ es un
homorfismo que va de Z a G pues x™ ™ = x™Mx™".

Lema 12. Sea 0 : G — K un homomorfismo. Entonces 0(eg) = ex, donde
eg y ex son los elementos tdentidad de G y K respectivamente. También
B(x~ ") = (0(x))"" para todo x en G.

Demostracién. Sea z = 0(eg). Entonces z2 = 0(eg)0(eg) = O(egeg) =

0(eg) = z. Pero eso implica que z = ex.

Sea x un elemento de G. El elemento 8(x ') satisface 0(x)0(x ') = 0(xx ) =
B(eg) = ek, y similarmente 0(x ')8(x) = ex. La unicidad del inverso asegura
que 8(x ') = (8(x))". O

Definiciéon 9. Un isomorfismo 0 : G — K entre grupos G y K es un homo-
morfismo biyectivo. Dos grupos son isomorfos si existe un isomorfismo entre
ello.

Ejemplo 4. Sea Dg €l grupo de simetrias de un tridngulo equilatero en el plano
con vértices A, B y C, y sea S3 el grupo de permutaciones del conjunto {A, B, C}.
La funcién una simetria del tridngulo a su correspondiente permutacién de sus
vértices es un isomorfismo entre el grupo diedral D¢ y el grupo simétrico S3.

Ejemplo 5. Sea R el grupo aditivo de los niimeros reales, y sea R" el grupo
multiplicativo de los reales estrictamente positivos. La funcién 6 : R — R"
definida por 6(x) = e* es un isomorfismo entre ambos grupos, pues preserva las
operaciones y es biyectiva. El inverso del isomorfismo es la funcién ' (x) = Inx.

He aqui alguna terminologia adicional en lo concerniente a los homomorfis-
mos.



= Un monomorfismo es un homomorfismo inyectivo.
= Un epimorfismo es un homomorfismo sobreyectivo.
» Un endomorfismo es un homorfismo que mapea a un grupo en si mismo.
= Un automorfismo es un isomorfismo que mapea a un grupo en si mismo.

Definicién 10. El niticleo nucO de un homomorfismo 6 : G — K es el conjunto
de todos los elementos de G que son mapeados por 0 al elemento identidad de
K.

Ejemplo 6. Sea el conjunto {1,—1} dotado con la multiplicacién de enteros y
sea 0 : Z — {1,—1} el homomorfismo definido por 8(n) = (—1)™. El ntcleo del
homomorfismo es el subgrupo de Z consistente en todos los enteros pares.

Proposicion 3. Sean G y K grupos y 0 : G — K un homomorfismo entre
ellos. Entonces el nicleo del homorfismo es{e} st y sélo st el homomorfismo
es tnyectivo, donde e es el elemento identidad de G.

Demostracién. Supongamos que nucd = {e}. Si 8(x) = 0(y) entonces 8(x)0(y) '

e; 0(xy~') = ¢/, donde ¢’ es el elemento identidad de K. Por lo tanto xy~' €
nuch, lo cual implica que xy~' = e, y asi x = y, de donde se deduce que el
homomorfismo es inyectivo.

Ahora propongamos que 0 es un homomorfismo inyectivo. Sean x e y ele-
mentos del nicleo de 0. Entonces 0(x) = 0(y) = €/, y dada la inyectividad del
homomorfismo, se concluye x =y. Pero el nticleo de 0 es un subgrupo de G, lo
que implica que es el subgrupo trivial {e}. O

Lema 13. Sean G y K grupos y 6 : G — K un homomorfismo entre ellos.
Entonces nucb < G.

Demostracién. Sean x e y elementos de nucO. Entonces 0(x) = ¢’ e 8(y) = ¢/,

siendo e’ el elemento identidad en K. Pero entonces 0(xy) = 6(x)0(y) = e’e’ =
e/, de donde xy € nuc. También 0(x~') = (8(x))"' =e/~! = ¢/, y por lo tanto
x~! € nuch, y de aqui que nucd < G. Ademés

6(gxg') =0(g)8(x)0(g) ' =0(g)8(g) ' = ¢,
por lo que nuch < G. O

Si N es un subgrupo normal de un grupo G entonces N es ntcleo del ho-
momorfismo cociente 0 : G — G/N definido por 6(g) = gN. Se sigue que un
subgrupo N de G es normal si y sélo si es ntcleo de algin homomorfismo.

Proposicion 4. Sean G y K grupos, 8 un isomorfismo entre ellos y N un
subgrupo normal de G. Supdngase que N C nucO. Entonces el isomorfismo
0 : G — K wnduce un homomorfismo 0: G/N — K que envia a gN € G/N a
0(g). Mds aun, 0 es yectiva st y sélo st N = nuch.
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Demostracion. Sean x e y elementos de G. Tenemos que xN = yN si y sdlo si
x~ 'y € N. También 8(x) = 8(y) si y sélo si x 'y € nuch, pues 8(xy~') = e.
Por lo tanto si N C nucB entonces 0(x) = 0(y) siempre que xN = yN, y por
lo tanto 0 : G — K induce una funcién bien definida 0 : G/N — K que envia a
QN € G/Naf(g). Esta funciénAes unEomomorﬁsmo puesto que @((xN)(yN)) =
B(xyN) = 0(xy) = 0(x)8(y) = 6(xN)B(yN).

Supéngase ahora que N = nuc6. Entonces 0(x) = 0(y) si y sélo si xN = yN.
Por lo tanto el homomorfismo 0 : G /N — K es inyectivo. Reciprocamente, si
9:G /N — K es inyectiva entonces el niicleo de 0 consiste tinicamente en la
identidad de G/N, que es precisamente N. O

Corolario 4. Sean G y K grupos, y 0 : G — K un homomorfismo entre
ellos. Entonces 0(G) = G/nuch.

Demostraciéon. Hay que demostrar que 0(G) < K. Sean x,y € 0(G). Tenemos
que x = 0(x') ey = 0(y’) donde X',y’ € G, y asi xy = 0(x')0(y’) = 0(x'v’),
pero también x'y’ € G, luego xy € 6(G), y por un lema anterior x ' € 8(G).
Entonces 8(G) < K, y segtin la proposicién anterior, la funcién 9: G/N — 0(G)
es biyectiva, y el corolario se sigue. O

1.8. Los teoremas de isomorfismo

Lema 14. Sean H y K subgrupos de un grupo G. Entonces HK es un sub-
grupo de G st y sélo st HK = KH.

Demostracién. Supongamos que HK < G. Sea u € HK. Entonces u = hk para
heHykeKyu'! =k"h ! € HK, pues HK es un grupo. Pero también
k= "h~! € KH, luego HK C KH, y de forma totalmente andloga KH C HK, lo
que permite concluir que KH = HK.

Ahora supongamos que KH = HK, y sean x,y € KH. Entonces x = kih; y
y = kyhy, donde kq,k; € Ky hy,h, € H. Pero también hik, = k5h), pues
HK = KH, luego xy = kih1kah, = kik,hih, € KH. También x ' = hy 'ky',
luego x ! € HK = KH. Esto nos permite concluir que KH < G. O

Corolario 5. Sea G un grupo, H un subgrupo de G y N un subgrupo normal
de G. Entonces HN es un subgrupo de G. Ademds, N es normal en HN.

Demostracién. Un grupo normal conmuta con cualquier subconjunto de G, en
particular con cualquier subgrupo de G. O

Teorema 3 (Primer Teorema de Isomorfismo). Sea G un grupo, H un
subgrupo de G y N un subgrupo normal de G. Entonces

HN . H
N =~ NNnH’

11



Demostracion. Cada elemento de HN/N es una clase lateral de N que es de
la forma hN para algtin h € H. Por lo tanto haciendo @(h) = hN para todo
h € H tenemos que @ : H — HN/N es un homomorfismo suprayectivo. Sea
x € nuce y asi @(x) = e’. Pero ¢ = N, y éso sélo ocurre si x € N, y como
x € H, se sigue que x € HNN. Si x € HN N, es claro que x € nuce. Luego
nuce = HNN. Ahora ¢(H) = H/nuc, segin el corolario de la seccién anterior,
y dada la sobreyectividad de ¢, el teorema se sigue. O

Teorema 4 (Segundo Teorema de Isomorfismo). Sean M y N subgrupos
normales de un grupo G, con M C N. Entonces

G _ G/M
N N/M’
Demostracién. Hay un homomorfismo bien definido 6 : G/M — G/N que
envia gM a gN para todo g € G. Mas atn, el homomorfismo es sobreyectivo
y nucd = N/M, pues naturalmente si g € N, 8(gM) = gN = N, que es la
identidad de G/N, y si 8(gM) = gN = N, eso implica que g € N, luego gM €
N/M. Nuevamente, por el corolario de la seccién anterior, 8(G) = G/nuch, esto

G)y_G ~ G/M .
es 6 (m) =N = N/M> como se requeria. O

1.9. Producto directo de grupos

Sean Gq,...,Gy, grupos y sea G el producto cartesiano G x - - - x Gy, conside-
rando a Gy,..., G, como conjuntos. Los elementos de G son n-adas (x1,...,Xn)
donde x; € G; parai = 1,...,n. Definamos una operacién binaria en G de la

siguiente manera:

(X17"')Xn)(y1)"')yn) = (lela"‘vxnyn)'

Claramente la operacién hereda su asociatividad de las operaciones definidas

en Gi,...,Gy. El elemento identidad es, evidentemente, (ej,...,e,), donde
ei € Gyparai=1,...,n es la identidad de G;. También es trivial comprobar
que el inverso de (x1,..., X, ) es precisamente (xfl ,...,Xy"). Ahora G, junto con

la operacién antes descrita, es un grupo llamado producto directo de Gy,..., Gy
y se denota por Gy X -+ X Gy.

Ejemplo 7. Sean C, y Cj3 grupos ciclicos de orden 2 y 3, respectivamente.
Entonces C, x C3 es un grupo ciclico de orden 6, y C, x C; es isomorfo al grupo
de Klein.

Consideremos primeramente a C, x C3. Sean x e y los generadores de C, y
C3 respectivamente, y sean e y e’ los elementos identidad de C; y C3. Entonces
C, ={e,x} y C3 = {¢/,y,y?}). Los elementos de C, x C3 son (e, ¢e'), (e,y),
(e,y?), (x,€), (x,u), (x,u?). Sea z = (x,y); vemos que z% = (e, y?), z> = (x, ¢),
z* = (e,y), z° = (x,y?) v (e, €'). Vemos que n = 6 es el minimo entero para el
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cual z" = e. Como el numero de elementos de C, x C3 es también 6, se deduce
que C; x C3 es un grupo ciclico de orden 6, cuyo generador es z = (x,y)-

Ahora examinemos a C, x C;, cuyos elementos son I = (e,e), A = (e, x),
B =(x,e)y C=(x,x). Entonces AB = (x,x) =BA =C,AC=(x,e)=CA =B
y BC = (e,x) = CB = A, lo que lo hace isomorfo al grupo de Klein, como se
afirmaba.

1.10. El teorema de Cayley

Teorema 5 (Cayley). Sea G un grupo de orden n. Entonces G es isomorfo
al grupo isomorfo a algun subgrupo de S,, el grupo de las permutaciones
de un conjunto de n elementos.

Demostracién. Para cada elemento x de G, sea 0y : G — G definida por
0x(g) = xg para todo g € G. Entonces

ox-1(0x(9)) =x7(xg) = (x 'x)g = ¢

O—X(Gx*1(g)) :X(X g):(xxi1)g:g)

para todo g € G. Al tener o, una inversa 0,1, se sigue que es una biyeccién.
Por lo tanto es una permutacién de los elementos de G, por lo que podemos
definir la funcién 0 : G — S, a través de 0(x) = oy, con x € G. Tal funcién
es un homorfismo, pues oyy(g) = (xy)g = x(ug) = xoy(g) = ox(oy(g)) =
0500y (9g), lo que indica que 8(xy) = 0y = 0x0y = 0(x)0(y). El homomorfismo
es inyectivo, pues si 0y = 0y entonces xg = yg para todo g € G, lo que implica
que x = Yy, segun la cancelacién en grupos, lo que indica que el homomorfismo es
inyectivo. Ademas 0(G) < S;,, luego G es isomorfo a algin subgrupo de S,,. O

1.11. Acciones de grupo, orbitas y estabilizadores

Definicién. Una accién izquierda de un grupo G en un conjunto X asocia a
cada g € G y x € X un elemento g(x) € X de tal modo que g(h(x)) = (gh)(x)
y e(x) = x para g,h, e € G donde e denota la identidad en G.

Dada accién izquierda de un grupo G en un conjunto X, la érbita de x € X es
el subconjunto {g(x) : g € G} de X, esto es, el conjunto de todas las actuaciones
de G sobre x, y el estabilizador de x es el subgrupo {g : g(x) = x} de G, esto es, el
subgrupo de los elementos de G que dejan invariante a x. En efecto, si h,g € H
donde H es el estabilizador de x en G, tenemos que (hg)(x) = h(g(x)) = h(x) =
X, y también e(x) = h™"h(x) = h~'(x) = x, y tenemos que H < G.
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Lema 15. Sea G un grupo finito que actia en un conjunto X por la izquier-
da. Entonces la érbita de x € X contiene [G : H] elementos, donde [G : H]
es el indice del estabilizador H de x en G.

Demostracién. Probaremos que la funcién 0 : G/H — X definida por 8(gH) =
g(x) estd bien definida. Supongamos que gH = g’H. Entonces g = g’u, donde
u € H. Entonces g(x) = (g'u)(x) = ¢’(u(x)) = ¢’(x), puesto que u pertenece al
estabilizador de x en G. Luego g = ¢/, y esto prueba que 0 es una funcién.

A continuacién demostramos que es inyectiva. Supongamos que g(x) = f(x),
con g,f € G. Entonces f 'g(x) = e(x) = x, y de aqui que f'g € H, lo que
equivale a que fH = gH, y de aqui que la funcién 0 sea inyectiva. Ademas, su
imagen es la érbita de x al barrer 6 a todo G, y el teorema queda demostrado. [

1.12. Conjugaciéon

Definicién. Dos elementos h y k de un grupo G se dicen conjugados si
k = ghg~! para algtin g € G.

La relacién R definida por hRk si y sélo si h y k son conjugados es de
equivalencia. En efecto, como h = ehe™! se tiene que es reflexiva; ya que k =
ghg~! para algin g € G tenemos que g~ 'kg = h, luego kRh implica hRk;
finalmente si hRk y kRl entonces k = ghg™' y | = g’kg’~! para g,¢' € G, y
asi l=gg’hg’ 'g~' = gg’h(gg’)" ', y como gg’ € G, se tiene que hRL.

Los elementos de la particién de G que induce R se denominan clases de
conjugacién de G. El grupo G es la unién disjunta de tales clases. Mas atn, la
clase de conjugacién del elemento identidad no contiene otro elemento de G.

Supongamos que el grupo G es abeliano. Sea h € G arbitrario y sea [h] su
clase de conjugacién. Tomemos k € [h]. Entonces k = ghg ™' para algiin g € G.
Como G es abeliano, k = gg~'h = eh = h. Luego [h] = {h}. Reciprocamente,
supongamos que para todo h € G se cumple que [h] = {h}. Sean h € G cualquier.
Entonces para todo g € G, h = ghg™', lo que implica que hg = gh, y como h
y g fueron arbitrarios, se sigue que G es abeliano. Podemos concluir entonces
que G es abeliano si y sélo si sus clases de conjugacién consisten en un solo
elemento cada una.

Sea G un grupo, y para un elemento h € G consideremos el conjunto C(h)
definido por C(h) = {g € G : gh = hg}. Sean u,v € C(h). Tenemos que
(w)h = u(vh) = u(hv) = (uh)v = (hu)v = h(uv). Por lo tanto uv € C(h).
También h = he = h(uu™') = uh(u™'), por lo que u'h = hu', lo que
implica que u~' € C(h). Entonces C(h) < G.

Definicién. Sea G un grupo. El centralizador C(h) de un elemento h € G
es el subgrupo de G definido por C(h) ={g € G : gh = hg}.

Lema 16. Sea G un grupo finito, y sea h € G. Entonces el nimero de
elementos de la clase de conjugacién de H es igual al indice [G : C(h)] del
centralizador C(h) de h en G.
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Demostracion. Probaremos que la funcién 6 : G/C(h) — G definida por
8(gC(h)) = ghg~' estd bien definida y es inyectiva. Sean g;C(h) = g,C(h),
con g1, g2 € G. Entonces g1 = gou, con u € C(h), lo que implica que gﬂ'LgT1 =
gouhu™! 951 = gyhuu™! 951 = gzhg?, lo que comprueba que 0 es una fun-
cién legitima. Supongamos que 91]19171 = gzhg£1, esto implica que 951 gih =
hg?gh por lo cual 95191 € C(h), y a su vez que g;C(h) = g2C(h), lo que
indica que O es inyectiva. Como la imagen de 0 es la clase de conjugacién de h,
se tiene el resultado. O

Sea H sea un subgrupo de un grupo G. Tomemos u,v € gHg~'. Entonces
u=ghig"' yv=ghyg ', por lo tanto uv = gh1g~"ghag™' = ghihag™ ',
y como hih, € H, se sigue que uv € gHg~'. También u~' = ghf1g_], y
hf1 € H, por lo que u~' € gHg™ ', lo que comprueba que gHg~' < G.

Definicién. Dos subgrupos H y K de un grupo G se dicen conjugados si
K = gHg™! para algiin h € G.

La relacién de conjugacién de grupos también es una relacién de equivalencia
en el conjunto de todos los subgrupos de G.

1.13. Permutaciones y los grupos simétricos

Una permutacién de un conjunto S es una funcién biyectivap:S — S de S
en si mismo. La permutacién identidad de un conjunto S es la permutacién que
fija a cada elemento de S.

Las permutaciones de un conjunto de un conjunto finito S se representa
convenientemente en forma de dos filas

( X1 X2 . Xn )
p(x1) plx2) - plxa) )’
donde x1,...,x2 € S. Asi, por ejemplo,
1 2 3
2 31
representa la permutacién del conjunto {1,2,3} queenvial — 2,2 -3y3 — 1.

Ejemplo 8. Hay dos permutaciones de un conjunto {a, b} con dos elementos.
. S . b . b

Estos son la permutacién identidad < Z b ) y la trasposicién ( g a > que
intercambia a y b.

Ejemplo 9. Hay seis permutaciones del conjunto {a,b,c} de tres elementos.
Estas son
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e(ere) (v
D(tar) (i)

Sea S un conjunto. Entonces la composicién de dos permutaciones es una

7 N
e 0o
o o o o

0 o 0O C

también una permutacién (la composicién de dos biyecciones es una biyeccidn).
También cualquier permutacién p de S tiene una inversa p~' que también es una
permutacién (pues la inversa de una biyeccién es una biyeccién). La composicién
de funciones, como es bien sabido, es asociativa. Por lo tanto el conjunto de todas
las permutaciones de S es un grupo bajo la composicién de funciones.
Definicién. Para cada natural n el grupo simétrico X, es el grupo de per-

mutaciones del conjunto {1,...,n}.
Sean aj,...,a, los distintos elementos de S. Denotamos por (ajas---an)
a la permutacién de S que envia a; a aj41 parai=1,2,.... n—1yayaa;,y

deja a todos los demés elementos de S fijos. Tal permutacién se denomina ciclo
de orden n, o n-ciclo. Un 2-ciclo se llama también una transposicién.

(Nétese que al evaluar la composicién de ciclos, debe hacerse de derecha a
izquierda, segin la convencién para evaluar la composicién de funciones.)

Ejemplo 10. Hay 24 permutaciones del conjunto {a,b,c, d}. Son las siguien-
tes: la identidad, las seis transposiciones (ab), (ac), (ad), (bc), (bd) y (cd); los
ocho 3-ciclos (bed), (bdce), (acd), (adc), (abd), (adb), (abc) y (acb); los seis 4-
ciclos (abcd), (abdc), (acbd), (acdb), (adbc) y (adcb); y tres permutaciones
miés (ab)(cd), (ac)(bd) y (ad)(bc).

Dos ciclos (ajaz---am) y (bybz---by) se dicen disjuntos si los conjuntos
{ai,az,...,am}y{b1,b2,...,b,} son disjuntos. Es facil ver que el producto de
dos ciclos disjuntos conmuta.

Proposicion 5. Cualquier permutacion de un conjunto finito S es la per-
mutacion tdentidad, un ciclo, o una composicién de dos o mds ciclos dis-
Juntos.

Demostracién. Haremos la prueba por induccién sobre el niimero de elemen-
tos de S. El resultado es trivial si S tiene un solo elemento. Supongamos que
la proposicién es verdadera para todas las permutaciones de un conjunto con
menos de k elementos. Demostraremos que también es valida para un conjunto
con k elementos.

Sea S un conjunto con k elementos y p una permutacién de S. Escojamos un
elemento a; de S, y sean los elementos a,, az, a4, ... de S definidos por p(a;) =
ai4+1 para todos los enteros positivos i. Sea n el entero positivo méas grande
para el cual los elementos ay,..., a, son distintos. Afirmamos que p(a,) = a;.
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La eleccién de n garantiza que ap,..., an, an1 0o son distintos. Por lo tanto
ai4+1 = a; para algtin entero positivo j entre 1 y n. Sij > 1 entonces tendriamos
que a; =p(aj—1) ¥ a; = p(an), lo que es imposible puesto que p es una funcién
biyectiva. Por lo tanto j =1, y asi p(a,,) = a;. Sea 07 = (a; ---an).

Sea T conjunto S—{aj, az,..., an}. Porlo tanto, si x € T se tiene que p(x) #
a; con a; € {aj,az,...,an}, y de aqui que p(x) € T. Podemos definir asi la
funcién q : T — T definida por q(x) = p(x) para todo x € T, y tiene una inversa
bien definida por q~' : T — T donde q~'(x) = p~'(x). Se sigue que q es una
permutacién de T. La hipétesis de induccién garantiza que q o es la permutacién
identidad de T, o es un ciclo, o puede ser expresada como un producto dos o
mas ciclos disjuntos. Estos ciclos se extienden a permutaciones de S que fijan
a los elementos aj,...,a, y estas permutaciones de S también son ciclos. Se
sigue que o bien p = 07 (y g es la permutacién identidad), o bien p = 07 - - - Oy,
son ciclos disjuntos de S que fijan a a;,...,a, y que corresponden a ciclos de
T. Luego el resultado sigue siendo valido para permutaciones de conjuntos con
k elementos, y por el principio inductivo el teorema queda establecido. O

Lema 17. Cada permutacion de un conjunto finito con mds de un elemento
puede expresarse como una composicion finita de transposiciones.

Demostracién. Cada ciclo puede ser expresado como una composicién de trans-
posiciones. De hecho, si ay,...,a, son los distintos elementos de un conjunto
finito S entonces

(araz---an) = (araz)(azaz) - (an—1an).

Se sigue de la anterior proposicién que una permutacién de S que no sea
la permutacién identidad puede ser expresada como una composicién finita de
transposiciones. Mas aun la permutacién identidad puede escribirse como la
composicién de cualquier transposicién consigo misma, siempre que S tenga
mas de un elemento. El resultado queda probado. O

Teorema 6. Una permutacidon de un conjunto fintto no puede ser expresada
stmultdneamente como un producto de un numero par de transposiciones
y como un producto de un ndmero impar de transposiciones.

Demostracién. Como el conjunto es finito podemos representarlo como el con-
junto {1,...,n} donde n es el ntimero de elementos del conjunto. Sea F:Z™ —
Z la funcién que envia a cada n-ada (my,...,m, ) de enteros al producto
Hi§j<k§n(mk — my) de las cantidades my — m; para todos los pares (j,k)
de enteros que satisfacen i < j < k < n. Nétese que F(my,..., m,) no se anula
siempre que los enteros my,...,m, sean distintos. Si se transponen dos ele-
mentos my,..., My, el signo de F cambia, puesto que el nimero de factores del
producto Hi§j<k§n(mk — m;) que cambian su signo es impar. Por ejemplo,
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si intercambiamos my y ms con 1 < s < t < n, entonces el factor (m; — my)
cambia por —(m¢ —mg), ¥ los factores my — m; por —(m; — mg), mientras que
los factores mi — mg cambian por —(m — mg). Asi, todos los cambios de signo
se cancelan excepto el de —(m; — ms). Pero toda permutacién ¢ del conjunto
{1,2,...,n} es un producto de transposiciones. Se sigue que a cada permutacién
o le corresponde un nimero ¢, tal que

F(Mg(1),..., Mgm)) = ecF(my,...,mp).

Por las propiedades del producto se sigue que ¢,r = €5€; para cualesquiera
permutaciones o y T. Por lo anteriormente discutido, si T es una permutacién,
entonces ¢ = —1. Se sigue que si ¢ se expresa como una composicién de r y s
transposiciones, entonces ¢, = (—1)" y ¢ = (—1)%, luego (—1)" = (—1)%, por
lo que r y s deben diferir en un niimero par. Pero eso ocurre si, y sélo si, ambos
son pares o impares, y el teorema queda demostrado. U

1.14. Ecuacién de clases de un grupo finito

Definamos €l conjunto
Z(G) ={g € G: gh = hg para todo h € G}.

Es claro que los elementos de Z(G) conmutan entre si. Sea h un elemento
arbitrario de G. Como e satisface que eh = he = h, tenemos que Z(G) es
no vacio. Sean g y f elementos de Z(G). Entonces (gf)h = g(fh) = g(hf) =
(hf)g = h(fg) = h(gf), ytambién (g-'"h)" ' =h 'g=gh ! = (hg ') !, luego
g "h =hg'; de aqui que Z(G) es un subgrupo de G, y ademas es abeliano.

Segiin la definicién de Z(G), hgh™! = hh™'g = eg = g, por lo que
hZ(G)h~! = Z(G), esto es, Z(G) es normal en G.

Definicién. El conjunto Z(G) se denomina centro de G.

Sea G un grupo finito. La relacién de conjugacién divide parte al conjunto
G en clases de equivalencia disjuntas. Cada elemento de Z(G) es una sola clase
de equivalencia, y toda clase de equivalencia que consta de un solo elemento
estd en Z(G), luego Z(G) consiste en todos los elementos de G que son clases
de equivalencia de un solo elemento, segtin lo visto en la seccién de conjugacién
y por ser Z(G) abeliano. Sean ahora r el niimero de clases de conjugacién con-
tenidas en G — Z(G), y nq,...,n, el nimero de elementos de cada una. Como
las clases de conjugacién constituyen una particién, se tiene que n; > 1 para
i=1,...,7y que

IG| =1Z(G)|+ 1y + -+ 1N,

A esta ecuacién se le conoce como ecuacién de clases del grupo G.

Proposicion 6. Sea G un grupo finito, y p un ndmero primo. Supdngase
que para algin k entero positivo p* divide al orden de G. Entonces, o bien
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p* divide al orden de algun subgrupo propio de G o p divide al orden del
centro de G.

Demostracion. Hscojamos los elementos g1,...,9, de G — Z(G), donde Z(G)
es el centro de G, tales que cada uno de ellos es un representante de cada una
de las 7 clases de conjugacién contenidas en G — Z(G). Sea ny el ntimero de
elementos de la clase de conjugacién de g; y sea C(gi) el centralizador de de
gi parai = 1,...,7. Entonces C(g;) < G, pues de otro modo g; € Z(G), lo
cual contradice su eleccién. Por lo tanto, |G| = ni|C(gi)|, pues por el teorema
de Lagrange |C(g;)| divide a |G|, y ademaés lo hace tantas veces como elementos
tiene la clase de conjugacién de g, esto es, n; veces. Por lo tanto, si p* divide al
orden de G y no divide al orden de ningiin subgrupo propio de G (en particular,
C(gi)), debe ser que divide a ny, y asi p divide a ni, para cada i =1,...,1.
Transpongamos la ecuacién de clases

Gl = (1 +---+ny) =[Z(G)].

se ve claramente que p divide a ambos términos del primer miembro de la
ecuacién anterior, luego p divide a |Z(G)|, como se queria demostrar. O

1.15. Teorema de Cauchy

Teorema 7 (Cauchy). Si G un grupo finito y p un ndmero primo que
duvide al orden de G entonces G contiene un elemento de orden p.

Demostracion. Para el grupo finito de orden 1 el aserto se cumple por vacuidad,
pues no hay primo que divida al 1. Supongamos ahora que cada grupo finito
cuyo orden es divisible por p y menor que |G| contiene un elemento de orden p.

Si p divide al orden de algun subgrupo propio de G entonces ese subgrupo
contiene al elemento requerido de orden p.

De no ser el caso y p no divide al orden de ningun subgrupo propio de
G, por la proposicién anterior se tiene que p divide al orden de Z(G), luego
G = Z(G), por lo cual G es abeliano. Sea ahora un subgrupo H maximal de G.
Si [H| es divisible por p entonces la hipétesis de induccién asegura que H tiene
un elemento de orden p. Supongamos entonces que |H| no es divisible por p.
Escojamos g € G — H y sea C el subgrupo ciclico de G generado por g. Como
G es abeliano, C < G, por lo que HC < G. Entonces HC = G, pues HC # H al
ser H C HC y HC es un subgrupo de G. Por el primer teorema de isomorfismo

G_ C
H™ HNC
Ahora p divide a |G/H|, pues |G/H| = |G|/ |H| y p divide a |G|, pero no a [H|.
Por lo tanto p divide a [C/HN C| =|C|//[HN C|. Como HN C < H, entonces p
no divide a |[H N C|. Debe ser que p divide a C. Asi si m = |C| /p, entonces g™
es el elemento requerido de orden p. El teorema de Cauchy queda probado. [
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1.16. La estructura de los p-grupos

Definicién. Sea p un nimero primo. Un p-grupo cuyo orden es alguna
potencia p¥ de p, donde k es un entero positivo.
En lo sucesivo p es un nimero primo.

Lema 18. Sea G un p-grupo. Entonces existe un subgrupo normal de G de
orden p que estd contenido en el centro de G.

Demostracion. Sea |G| = p*. Entonces p* divide al orden del grupo pero no
divide al orden de ningtin subgrupo propio de G. Se sigue por una proposicién
anterior que p divide al orden de Z(G). Se sigue del teorema de Cauchy que
el centro de G contiene algun elemento de orden p. Este elemento genera un
subgrupo ciclico de orden p, y este subgrupo es normal pues sus elementos
conmutan con cada elemento de G. O

Proposicion 7. Sea G un p-grupo, y H un subgrupo propio de G. Entonces
ezxiste un subgrupo K de G tal que H < K y K/H es un grupo ciclico de
orden p.

Demostracion. Si G es de orden 1, la proposicién se cumple por vacuidad.
Supongamos entonces que el resultado es valido para todos los p-grupos de
orden menor o igual a G. Sea Z el centro de G. Entonces ZH es un subgrupo
de G, pues Z es normal en G. Supongamos que ZH # H. Entonces H es un
subgrupo normal de ZH. El grupo cociente ZH/H es un p-grupo (pues todos
los subgrupos de G son p-grupos) y contiene un subgrupo K; de orden p, segtin
el lema anterior. Sea K = {g € ZH : gH € K;}, es decir, el grupo homomorfo a
K; contenido en ZH. Entonces H <« K y K/H = Kj, y asi K es el subgrupo de G
que se buscaba.

Finalmente supéngase que ZH = H. Entonces Z C H. SeaH; ={hZ: h € H}.
Entonces H; es un subgrupo de G/Z. Pero G/Z es un p-grupo, y |G/Z| < |G|,
puesto que |Z| > p, segin el lema anterior. La hipétesis de induccién garantiza
la existencia de un subgrupo K; de G/Z tal que H; < Ky y Ky/H; es ciclico de
orden p. Sea K ={g € G: gZ € K;}. Entonces H < K y K/H = K;/H;. Luego K
es el grupo solicitado. U

Por induccién se obtiene el siguiente resultado.

Corolario 6. Sea G un p-grupo. Entonces ezxisten subgrupos Go, G1,...,Gn
de G, donde Gy es el subgrupo trivial, y G, = G tales que Gi_1 < G; y
Gi/Gi_1 es un grupo ciclico de orden p parai=1,2,...,n.

1.17. Los teoremas de Sylow

Definicién. Sea G un grupo finito tal que |G| es divisible por p. Un p-
subgrupo de G es un subgrupo cuyo orden es una potencia de p. Un p-subgrupo
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de Sylow de G es un subgrupo cuyo orden es p¥, con k el méximo entero positivo
tal que p* divide a |G|.

Teorema 8 (Primer Teorema de Sylow). Sea G un grupo finito, y sea p
un dwisor del orden de G. Entonces G contiene un p-subgrupo de Sylow.

Demostracién. Para el grupo trivial el teorema es valido por vacuidad. Su-
pongamos entonces que el teorema se cumple para todos los grupos de orden
menor al de G cuyo orden es divisible por p tienen al subgrupo de Sylow de-
seado. Sea k el mayor entero positivo para el cual p* divide a |G|. Si p* divide
al orden de algin subgrupo propio H de G, por la hipétesis de induccién H
tiene el p-subgrupo de Sylow requerido. Si p* no divide al orden de ningtin
subgrupo propio de G, entonces p divide al orden de Z(G), por una proposicién
anterior. Por el teorema de Cauchy, Z(G) tiene un elemento de orden p, y este
elemento engendra un subgrupo normal N de G de orden p. La hipétesis de
induccién asegura que G/N tiene un p-subgrupo de Sylow L de orden p*~',
pues |G/N| = |G| /p. Sea K = {g € G : gN € L}. Entonces K| = p[L| = p¥, y
asi K es el p-subgrupo de Sylow de G buscado. O

Teorema 9 (Segundo Teorema de Sylow). Sea G un grupo finito, y sea
p un dwisor del orden de G. Se cumplen:

1. Todos los p-subgrupos de Sylow de G son conjugados.

2. Cualquier p-subgrupo de G estd contenido en algun p-subgrupo de
Sylow de G.

3. S1 1 el nimero de p-subgrupos de Sylow en G, entonces v divide al
orden de G y v = 1 (modp).

Demostracion. Sea K un p-subgrupo de Sylow de G, y sea X el conjunto de
las clases izquierdas de K en G. Sea H un p-subgrupo de G. Entonces H actia
sobre X a la derecha, donde h(gK) = (hg)K paratodoh € Hy g € G. Més atn,
h(gK) = gK si y sélo si g~ 'hg € K. Asi, un elemento gK de X es fijo bajo H si
y sélo si g~ 'Hg C K.

Sea |G| = p*m, donde k y m son enteros positivos y m es coprimo con p. Sea
IK| = p¥. El ntimero de clases laterales izquierdas de K en G es |G|/ |K| = m,
luego el conjunto X tiene m elementos. Por lo tanto el nimero de elementos
de cualquier érbita (para la accién de H sobre X) divide al orden de H, puesto
que es el indice en H del estabilizador de algiin elemento de esa dérbita. Pero el
ntimero de elementos en cada érbita debe ser alguna potencia de p, pues H es
un p-grupo. Por lo tanto, si un elemento de X no queda fijo bajo H entonces el
ntmero de elementos de su érbita es divisible por p. Pero X es la unién disjunta
de érbitas bajo la accién de H. Por lo tanto, si m’ denota al niimero de elementos
de X que quedan invariantes por H, entonces m — m’ es divisible por p.
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Sin embargo, m no es divisible por p. Se sigue m’ no es nulo y que m’ no
es divisible por p. Luego existe al menos un elemento g de G tal que g~ 'Hg C
K. Pero entonces H estd contenido en el p-subgrupo de Sylow gKg~'. Por lo
tanto cada p-subgrupo estad contenido en un p-subgrupo de Sylow de G, y este
p-subgrupo de Sylow es conjugado con el p-subgrupo de Sylow K dado. En
particular, cualesquiera dos p-subgrupos de Sylow son conjugados.

Sélo resta probar que el niimero r de p-subgrupos de Sylow de G divide al
orden de G y que v = 1 (modp). Al aplicar lo examinado anteriormente con
H = K, vemos que g~ 'Kg = K para algtin g € G si, y sélo si, gK es un punto fijo
de la accién de K en X. Pero el nimero de elementos de G para los cuales gK es
un punto fijo es m’|K|, donde m’ es el nimero de puntos fijos en X. Se sigue que
el niimero de elementos de G para los cuales g~'Kg = K es p*m’. Pero cada p-
subgrupo de Sylow es de la forma g~'Kg para algiin g € G. En consecuencia el
ntimero T de p-subgrupos de Sylow en G estd dado por r = |G| /p*m’ = m/m’.
En particular, r divide a |G|. Pero ya sabemos que m — m’ es divisible entre p,
pues m’ es coprimo con p, al serlo también m y p. También m —m' es divisible
m;n}“/ = % —1 =71—1. Juntando todo, vemos que m — m’
es divisible por m'p, por lo cual p divide a r — 1, esto es, r = 1 (modp), y la
demostracién termina. O

entre m/, pues
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