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1. Btsqueda por linea

La iteracién en una btisqueda por linea calcula una direccién de descenso
en cada paso. La iteracion estd dada por
X1 = Xk + &P, (1)

donde el escalar positivo oy es el tamano de paso. Una forma de garantizar
que la eleccidén del tamaifio de paso es adecuada, se utilizan las condiciones
de Wolfe:

f(xi) + ¢4 ockalpk (2)
. VELpy. (3)

f(xi+ oupr) <

VF (xi + aapr) P >
Un tamafio de paso puede satisfacer las condiciones de Wolfe y atin estar
lejos de ser 6ptimo. Esto puede subsanarse utilizando la siguiente condicion:

IV (fi + oupic) "pil < el VELpil, (4)

donde 0 <ci<ecr< 1.

1.1. Convergencia

Teorema 1 (Zoutendijk). Considérese cualquier iteracion de la forma
(1), donde pyx es una direccion de descenso y oy satisface las condicio-
nes de Wolfe (2) y (3). Supdngase que f estd acotada por debajo en R™
y que T es continuamente diferenciable es un conjunto abierto N que
contiene el conjunto

Lo={x:f(x) < f(xo0)},

donde x¢ es el punto de partida de la iteracion. Supongamos, ademds,
que el gradiente V{ es continua segun Lipschitz en N, esto es, existe
una constante L > 0 tal que

IVf(x) — VI(X)| < L|x—x|, para todo x,% € N. (5)
Entonces
D cos? 0y Vi|* < oo. (6)
>0



Demostraciéon. De (4) y de (1) tenemos que

Viap! = Vip" > aVifip" — V!

(Ve — Vi) Tpi > (c2 — 1) Vigpe.
La condicién de Lipschitz (5),

[V — V|| < oacLlpx],
aunado a la desigualdad de Cauchy-Schwarz,
(Vi — Vi) P < [ Vi — Vi [[pxdl,
arroja la siguiente desigualdad:
(Vi — V) Tpi < ool [pe|

Combinando ambas relaciones tenemos
co—1Viipk
— L pul®’
y sustituyendo esta desigualdad en la primera condicién de Wolfe (2), obte-
nemos

Xk

fiert < fic — ccos® Ol V|,

donde ¢ = ¢¢(1 — c3)/L. Sumando esta expresién sobre todos los indices
menores o iguales que k, obtenemos

k
fi < fo—c ) cos” 65 Vi|%. (7)
=0

Como f estd acotada por debajo, tenemos que fo — fi. 1 es menor que al-
guna constante positiva, para toda k. Por lo tanto, tomando limites en (7),

obtenemos -

Z cos? 05| VFi|* < oo,

=0

lo que concluye la prueba. =
Este teorema muestra que el método del descenso mas pronunciado,

donde py se elige como
Vit

Px = 770
[

converge globalmente.



1.2. Tasa de convergencia

Puede aprenderse mucho del método del descenso mas pronunciado con-
siderando el caso ideal, en el cual la funcién es cuadratica y las bisquedas
por linea son exactas. Supongamos que

1
f(x) = 3x"Qx —b', (8)
donde Q es una matriz simétrica definida positiva. El gradiente esta dado
por

Vf(x) =Qx —Db,
y el minimizador x* es la {inica solucién del sistema lineal
Qx =b.

Calculemos el tamafo de paso o que minimice f(x,—aVfy). Diferenciando

flx — xgy) = %(Xk - “gk)TQ(Xk — xgi) — bT(Xk — xgi)

respecto a o« obtenemos

VLV
= o 9
M T VHQVA )
Usando esta direccién la ecuacién (1) nos queda
VLV
= xp— | = ) Vf 10
et = X (Vf{Qka Vo (10)

y considerando que Vfi = Qx, — b, esta ecuacién nos da una expresién en
forma cerrada de xy 7 en términos de xy.
Para cuantificar la tasa de convergencia introducimos la norma pesada

Ix[I& = x"Qx,
y observamos que
Ix—x"13 = (x—x)TQ(x —x*) = (x —x)T(Qx — b)
=(x—x)TOx— (x —x )b =x"TQx —x"b — (x*"TQx* — x*Tb)
= 2(f(x) — f(x")),

asi que esta norma mide la diferencia entre el valor objetivo actual y el
valor 6ptimo.



Lema 1. La iteracion (10) satisface

(VEIVT)?
(VFIQVf) (VFIQ V1

i = x g = |1~ ) [P — %1
Demostracién. Primeramente
|| xx — x*||fg = (e —x")TQ(xk — x*) = x4 Qxp — 2x* TQX* + x*TQx*,
y, segun (10) y (9), tenemos x1 = xx — o, Vfy. Por lo tanto

||Xk+1 —X*Hé = (Xk— OCka—X*)TQ(Xk— OCka— X*)
= %1 Qx1 — 2 TQx* + X TQx* — 2aVFLQ(xi — X*) + o VL QV Ay,

de donde se sigue que
|| xx — x*Hé — |Ixks1 — X*H%2 = 2aVfLQ(x — x*) — *VFLQVHy.
Puesto que Vi, = Qxx — b y b = Qx*, entonces
Vi = Qxi —x*). (11)

Usando esto y la ecuacién (9), resulta

i =XM1 = IIxice = %[ = 20V Vi — a?VQV i (12)
VIV, VIV )
Sy) A ALIN L i e Al AL I
<Vf1Qka) ViV (szQw) VIRV

2(VEIVH)Z  (VELVI)?
VIIQVf,  VIQVfy
(VIV)?
- VIQVf

Ahora, usando (11)

HXk_X*Hé = (x —x*)TQ(xi — x*)
= (xxk—x")"QQ ' Q(xx — x*)
= kaQ_]ka.



Transponiendo términos en (12) llegamos a

(VIIV )2

*(12 *(12
Xkt — X = ||xx —x -,
H k+1 ”Q H k HQ Vf{Qka
lo que se factoriza para obtener el resultado deseado. m

Teorema 2 (Desigualdad de Kantorovich). Sea Q una matriz simé-
trica definida positiva de n X n. Para cualquier vector x se cumple

(xTx)? - 4aA
(xTQx)(xTQ"x) ~ (a+A)?
Demostracién. Sean Aq,..., A, los valores propios de Q de tal modo
que

O<a=AM <A <. .. <AL =A.
Sin pérdida de generalidad podemos suponger que Q = diagAq,..., A,
pues tal matriz es diagonalizable. Tenemos

(xTx)? (1)

CTQITQTX) (I Axd) (I AT
lo cual puede escribirse como

(XTX)Z _ 1/2?:1 EiAi — (&)
(xTQX)(xTQ %) X1 &/~ (&)’

donde &; =x?7/ ) 1", xi. Hemos escrito la expresion en términos de la razén
de dos funciones que involucran combinaciones convexas. Considerando a
la curva definida por f(x) = 1/x, tenemos que el valor de ¢ (&) es un punto
sobre la curva y que () es una combinacién convexa de puntos sobre la
curva. Por lo tanto, el valor minimo de la razén entre ellos se alcanza en
algin A = &A1 4+ &y, con &1 + &, = 1. Usando la relacién

EJ Eyn o }\1 + )\n - ‘(—J)W - EvnAn

Ao A AMAn ’
vemos que una cota apropiada es
o) /A

W(E) = M (A F An— N/ (AMAL)
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El minimo se alcanza cuando A = %(7\1 + Az), y entonces

n AM A,
51+5_ 1

7\1 }\n (}\1 + An)z
como se requeria. m
Teorema 3. En el método del descenso mds pronunciado la iteracion

(10) con la funcion (8), satisface

. An—Aq .
i =1 < (3550 ) o= T

7\n+ )\]
Demostracion. Por el Lema 1 y el Teorema 2, tenemos
* |2 (VfIka)z * |12
_ — 1= _

I 4aA

< |1 " ¥ 2

< 1 e | I T
[(A—a)?

<

e L

una sustitucién nos lleva al resultado. m
El siguiente teorema es consecuencia inmediata del anterior.

Teorema 4. Supdngase que f : R™ — R es dos veces continuamente dife-
renciable, y que las iteraciones generadas por el método del descenso
mds pronunciado con busquedas por linea exactas convergen al punto
x* donde la matriz hessiana V*f(x*) es definida positiva. Entonces

A — N
An + Ay

flxrenr) — Flx) < ( ) (i) — F(x°)],

donde A\ < ... < A, son los autovalores de V*f(x*).

1.3. Meétodo de Newton

La eleccion de la direccién opuesta a la del gradiente no es la tnica
posibilidad. Consideremos la aproximacién a la funcién objetivo f en el
punto xy + p dada por

1
f(xk +p) =~ fr+p Vi + szVkap.



Siempre que V?fy sea definida positiva, podemos encontrar la direc-
cion de Newton que minimiza la expresién anterior. Tomando derivadas
respecto a p

of(xx +p)
op
e igualando a 0 y transponiendo términos:

= Vi + Vfip,

pr = — (V) VAL

Este esquema funciona bien para funciones que estdn cercanas a su
aproximacién cuadratica, y en tal caso la convergencia al éptimo es cua-
drética.

A modo de ejemplo, intentamos calcular el minimo de la funcién de
Rosenbrock

f(x) =100(x2 — x7)> + (1 —x1)?,

implementando en Octave la busqueda por linea con la direccién de Newton,
calculando el tamafio de paso con blisqueda hacia atras.

function tabla=DescensoNewton(p,alpha,rho,c,maxit)
tabla = [];
for i=1:maxit
tabla = [tabla; p]l;
hessiano=[-400%p(2) ~2+1200*p(1)~2 -400*p(1); -400*p(1) 200];
gradiente=[-400%(p(2)-p(1)~2)*p(1)-2%(1-p(1)); 200*(p(2)-p(1)~2)];
direccion=inv(hessiano)*gradiente;
direccion=-direccion/norm(direccion) ;
£0=100*(p(2)-p(1)~2) ~2+(1-p(1))"2;
u=p+(alpha*direccion)’;
£1=100* (u(2) -u(1)~2) ~2+(1-u(1))"2;
while (f1 > (fO+c*alpha*gradiente’*direccion))
alpha=alpha*rho;
u=p+alpha*direccion’;
£1=100* (u(2) -u(1)~2)~2+(1-u(1))~2;
endwhile
alpha



p=ptalphaxdireccion’;
endfor
endfunction

La funcién DescensoNewton toma como pardmetros la aproximacién
inicial al 6ptimo p, el valor del tamafio de paso alpha, una constante de
contraccién rho para el rastreo hacia atras, la constante de la condicién de
Wolfe ¢ y el nimero maximo de iteraciones maxit. La figura 1.3 muestra una
grafica de las aproximaciones de salida para tabla=DescensoNewton([-1.2
11,2,0.9,0.01,200).

ling 1 ——

0.8
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0.2

0
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Figura 1: Método de Newton para la funcién de Rosenbrock con punto
inicial (—1,2,1).

Observamos que el comportamiento en este caso es bastante erratico,
pues la matriz hessiana de la funcién de Rosenbrock varia bruscamente
de un punto a otro. Sin embargo, en las cercanias del minimo es definida
positiva, y es por ello que a partir de cierto punto converge rapidamente a

(1,1).
1.4. Meétodos de quasi-Newton

La desventaja del método de Newton es se requiere el calculo del hessia-
no, lo cual es computacionalmente costoso. Los métodos de quasi-Newton



en cada iteraciéon usan una aproximacién al hessiano By, la cual actualizan
de acuerdo a dos esquemas, el stmétrico de rango uno, SR1, que define
como

Wk—BwQWk—BwQT
(Y — Bysi) Tsic

y el de Broyden, Fletcher, Goldfarb y Shanno, BFGS, definido a través de

Biy1 =Bx +

)

T T
Bysksi B Yyy
T Te
SkBkSk Y Sk

Bii1 =By +

donde
Sk = Xk41 — Xk, Yk = Vi — Vi

A continuacién tenemos la implementacién de ambos métodos en Octave
para la funcién de Rosenbrock, usando la matriz identidad como aproxima-
cibn inicial.

function matriz=SR1(matriz,x1,x0)

s=x1-x0;

y=[-400* (x1(2)-x1(1)~2)*x1(1)-2*%(1-x1(1)); 200*(x1(2)-x1(1)"2)];
y=y-[-400% (x0(2) -x0(1)~2) *x0(1)-2%(1-x0(1)); 200*%(x0(2)-x0(1)~2)];
matriz=matriz + ((y-matriz*s’)x*(y-matrizx*s’)’)/((y-matriz*s’)x*s);
endfunction

function tabla=DescensoNewton2(p,alpha,rho,c,maxit)

hessiano = SR1([1 0; 0 1],p,p+[0.1 0.1])

// Cambiamos esta linea por

// hessiano = BFGS([1 0; 0 1],p,p+[0.1 0.1])

// para el otro esquema.

tabla = [];

for i=1:maxit
tabla = [tabla; pl;
gradiente=[-400%(p(2)-p(1)~2)*p(1)-2x(1-p(1)); 200*(p(2)-p(1)~2)]1;
direccion=inv(hessiano)*gradiente;
direccion=-direccion/norm(direccion) ;
£0=100*(p(2) -p(1)~2) ~2+(1-p(1))"~2;

10



u=p+(alpha*direccion)’;
£1=100* (u(2) -u(1)~2) ~2+(1-u(1))"2;
while (f1 > (fO+c*alpha*gradiente’*direccion))
alpha=alpha*rho;
u=p+alpha*direccion’;
£1=100* (u(2) -u(1)~2)~2+(1-u(1))~2;
endwhile
alpha
hessiano = SR1(hessiano,p,u);
// Cambiamos esta linea por
// hessiano = BFGS([1 0; 0 1],p,p+[0.1 0.1])
// para el otro esquema.
p=ptalphaxdireccion’;
endfor
endfunction

Las corridas para tabla=DescensoNewton2([-1.2 1],2,0.9,0.01,200)
(con SR1) y tabla=DescensoNewton3([-1.2 1],2,0.9,0.01,200) (con BFGS)
se muestran en las figuras 1.4 y 1.4.

34

line 1

24

1
-1.41 Ell'é,gS.ST[Igé'B

-7 1B -18 1.4 -3 -1.2 -1

Figura 2: Método de Newton para la funcién de Rosenbrock con punto
inicial (—1,2,1) (SR1).
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Figura 3: Método de Newton para la funcién de Rosenbrock con punto
inicial (—1,2,1) (BFGS).

De las figuras podemos ver que el comportamiento de ambos esque-
mas es erratico igual que el de Newton original, salvo por el BFGS, cuyo
comportamiento fue excepcional convergiendo bien hacia el minimo global
(1,1), al contrario del SR1 cuyo desempeiio fue el peor de todos.

2. Aplicacion al registro automatico de image-
nes
Una imagen puede verse como una funciéon
f:TCRxR—-Z

donde el conjunto T es la regiéon donde aparece la imagen y el dominio de f
estd generalmente entre 0 y 255, representando el tono de gris de cada region
de la imagen. En la computadora, sin embargo, tenemos la aproximacién

f:-TCNxN—-Z

y en este caso se representa por una matriz de m x n, donde cada entrada
de dicha matriz representa un pixel. En ocasiones, una imagen registrada

12



automaticamente sufre pequefias transformaciones, tales como traslaciones
y rotaciones. Una traslacién seguida de una rotacién puede escribirse como
una transformaciéon de ® : R x R — R x R de la siguiente manera:

()= (e o) ()= (v)

En el problema de registro de imagenes se buscan los pardmetros 0, u,v
que minimicen la funcién objetivo

Emn:jLan—ﬂmuynmm%

y que en el caso discretizado son
m n
E(@) =) > lg(i,j) — f(®(i,5))],
i=1 j=1
considerando que las funciones pueden extenderse fuera de su dominio va-
liendo 0, lo que corresponde al negro, y tomando el entero mas cercano en
el caso discreto para las coordenadas.

El primer problema que surge es que los métodos de optimizacién que
se han visto dependen de la diferenciabilidad de la funcion, propiedad que
no necesariamente posee la funcién que representa a la imagen ni tampoco
su discretizacién. Lo mejor que se puede hacerse es aproximar el gradiente.
Considerando que @ depende de 0, u,Vv, entonces E depende de 0, u, v, asi
que

> E((0,u,v) + e;e) — E(O,u,v)

VEO,u,v) ~ : e

i=1
donde e; es el i-ésimo vector canénico de R™.

De aqui se tiene que al problema de registro de imagenes se pueden apli-
car todos los métodos antes mencionados. Para ejemplificar, se utilizara el
método de descenso mas pronunciado con una imagen cuyo comportamien-
to de su gradiente no sea demasiado irregular. Se us6 la imagen de 21 x 21
pixeles generada por

. 255
f(i,) = il

Coi=T1,..215=1,...,21.
T+ LA—11)2+ LG—11)2 )

13



a la cual se traslad6 en un vector (-5,5). Las imagenes que se reproducen
aqui estan ampliadas 4 veces aproximadamente.

A continuacién se reproduce el cédigo fuente hecho en MSWLogo v.
6.5b. de Brian Harvey de la Universidad de California Berkeley, con un
GUI de George Mills (http://www.softroniz.com/).

to descenso :matl :mat2 :p0 :paso :maxit

;Iteracion de descenso mas pronunciado con punto inicial :pO
;y numero maximo de iteraciones :maxit, con el paso del
;gradiente igual a :paso. La matriz inicial es :matl y la
;matriz final es :mat2

repeat :maxit [~

make "direccion gradiente :imgl :img2 :pO0 :paso
make "long norma :direccion

make "direccion prodesc -1/:long :direccion
make "pO suma :p0 :direccion

]

op :p0
end

to dibujarimagen :img
;Dibuja la matriz de la imagen pixel por pixel.

localmake "n count :img
pu fd :n rt 90
for [i 1 :n 1] [
for [j 1 :n 1] [~
make '"cual item :i item :j :img
setpencolor (list :cual :cual :cual) pd fd 1
]
pu bk :n 1t 90 bk 1 rt 90
]

14



end

to evalfunc :matl :mat2 :vect

;Evalua la funcion objetivo en :vect

make "nl count :matl

make "suma O

for[i 1

forl(j
make
make
make
make

:nl 1] [~
1 :n1 1] [~
"aux 0
"aux :aux + item :1i item :j :mat2
"u piso :1i + item 1 :vect
"v piso :j + item 2 :vect

ifelse (or (:u > :n1) (:v > :n1) not (:u > 0) not (:v > 0))
[make "aux :aux - 1] [make "aux :aux - item :u item :v :mati]

make "aux :aux*:aux
make "suma :suma + :aux
]
op :suma
end

to gradiente :matl :mat2 :p0 :paso

;Calcula el gradiente en :p0 con paso :paso

;de la funcion objetivo.

localmake '"grad []
for [1 12 1] [7
make 'grad lput

(evalfunc :matl :mat2 suma :pO prodesc :paso unitario :i 2)-
(evalfunc :matl :mat2 :p0) :grad

15



make "grad prodesc 1/:paso :grad
op :grad
end

to imagenerr :n :u :v
;Genera las imagenes prueba.

localmake "aux []

localmake "aux2 []

for[i 1 :n 1] [~

make "aux []

for[j 1 :n 1] [~

make "aux lput

round 255/(1+(:i-(round :n/2)+:u)*(:i-(round :n/2)+:u)/10
+(:j-(round :n/2)+:v)*(:j-(round :n/2)+:v)/10) :aux

]

make "aux2 lput :aux :aux2
]

op :aux?2

end

to norma :vect
localmake "dim count :vect
localmake '"ans O
repeat :dim
[make "ans :ans+(item repcount :vect)*(item repcount :vect)]
make "ans sqrt(:ans)
op :ans
end

to piso :x

ifelse (not (round :x) > :x) [op round :x] [op (round :x)-1]
end

16



to prodesc :alpha :vect

localmake "dim count :vect

localmake "ans []

repeat :dim [make "ans lput (item repcount :vect)*:alpha
op :ans

end

to suma :vectl :vect2
localmake "ans []
localmake '"dim count :vectl
repeat :dim
[make "ans lput (item repcount :vectl) +
(item repcount :vect2) :ans]
op :ans
end

to unitario :n :dim

localmake "ans [];

repeat :dim [ifelse repcount=:n [make "ans lput 1 :ans]
[make "ans lput 0 :ans]]

op :ans

end

to vertransformacion :matl :vect
;Tranforma :matl segun :vect.

make '"nl count :matl
localmake "linea []
localmake "linea2 []
for[i 1 :n1 1] [~
make "linea []
for[j 1 :n1 11 [~

17
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Figura 4: Imagen inicial del registro.

Figura 5: Imagen final del registro.

make "u piso (:i + item 1 :vect)

make "v piso (:j + item 2 :vect)

ifelse (or (:u > :n1) (:v > :nl) (not (:u > 0)) (not (:v > 0)))
[make "linea lput 255 :linea]
[make "linea lput item :u item :v :matl :linea]

]

make "linea2 lput :linea :linea2

]
op :linea?2
end

Como puede verse en las imégenes, la convergencia es lenta al principio
y se acelera hacia el final, ademds de que hay una pérdida significativa de
informacién.

3. Conclusiones

Los métodos estudiados tienen todos en comiin que buscan el éptimo so-
bre una direccién la cual siguen de acuerdo a un cierto paso. La efectividad
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Figura 6: Ocho iteraciones del méaximo descenso en el problema del registro.

para elegir dicho paso varia considerablemente de un método a otro. Para
el caso de la funcién de Rosenbrock, el que resulté mas rdpido y preciso de
todos fue el método de cuasi-Newton con aproximacién al hessiano BFGS.

En el caso del registro de imdagenes, puede verse que el método del
gradiente result6 efectivo para una traslaciéon sencilla, pues convergi6 en 8
iteraciones al 6ptimo.
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