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1. Planteamiento

1.1. Introduccidon

Existen varios métodos para calcular los autovalores de una matriz; algunos
son generales y otros se restringen a ciertas matrices especiales, generalmente
simétricas. En la siguiente practica se abordan algunos métodos niimericos para



hallar los autovalores reales de una matriz real, a saber: los métodos de la
potencia, la iteracion QR y el método de Jacobi. Todos ellos son de caracter
iterativo. Los métodos se implementaron en MATLAB, y se reproduce su c6digo
fuente.

1.2. Objetivo

Conocer e implementar en MATLAB el método de la potencia, la iteracién
QR y el método de Jacobi para el cdlculo de los autovalores reales de una matriz.

2. Descripcion de los métodos

2.1. Meétodos de la potencia

Los métodos de la potencia son directos y sencillos de implementar, y ademas
pueden servir para inicializar otros métodos mas complejos. Tienen la desventaja
de que sélo calculan un autovalor. En este caso sélo consideraremos el método
de la potencia regular y el inverso.

2.1.1. Método de la potencia regular

Consideremos una matriz A € M,,«,. Denotaremos al conjunto de sus auto-
valores por spec(A) = {A1, ..., A\, }. Supongamos que el valor propio méas grande
en valor absoluto es real y aislado (es decir, que no es valor propio doble de A).
Supongamos, ademas, que los valores propios estdn ordenados en orden creciente
de valor absoluto,

A1l < Aol < -+ < Al

El método de la potencia se inicia con una estimacién inicial del vector propio
u(®), que puede ser cualquier vector no nulo con |ju|| = 1. La primera iteracién
es entonces

uD = 440
y las siguientes iteraciones son
k1) — L 4,0
u = —Au (1)
Ak

donde
A0 — 1 k) — HA“(k)H .

Al continuar la iteracién tenemos que A — A, y u®) tiende a al vector
propio correspondiente. Ahora veamos que el método de potencias converge. El
vector inicial puede escribirse en términos de la base que forman los valores
propios de A,

ul® = Zaiui. (2)
i=1



Consierando las ecuaciones (1) y (2) vemos que la k-ésima estimacién del
vector propio de A es

Ak A\ A \”
W = m e [ () e () ot ram| ©
Como )’}—1 < lparai =1,...,n — 1 entonces, cuando k — oo, todos los

sumandos de (3) salvo a,u, tienden al vector cero. Por el teorema del valor de
normas matriciales tenemos

0< 2B < |\,
por lo tanto
0< i < i
NG
de donde
/\k
0< ——"2—<1.

SN AGeD S

Esto indica que u®) converge a un vector propio asociado al valor propio
An. Obsérvese, finalmente, que

1
W) = S AR (0
[Tizy A

es decir, la esencia del método de la potencia es multiplicar la estimacién inicial
por una potencia de A normalizada adecuadamente; de lo contrario, el método
podria diverger.

2.1.2. Meétodo de la potencia inversa

Existe una relacién entre el espectro de una matriz invertible A el de su
inversa. Sea A un valor propio de A y v su vector propio asociado. Entonces

v=1Iv=A""Av=A"\w) = A" tv,

de donde puede deducirse

1
A~y = v,

A

esto es, % es un valor propio de A~'. Supongamos ahora que el valor propio
minimo de A es real, aislado y no nulo:

Al <[Aef <o < Anl.
Por lo tanto,

— < < <,
[An] A2l A4



lo que implica que si aplicamos el método de la potencia a A~!, obtendremos el
valor ﬁ; y asi calculamos el valor de A1, el menor valor propio de A.
El primer paso de la iteracién es

Au) = 4,

0, equivalentemente,

u® = A=140)

donde u(® es un vector no nulo, dado como estimacién inicial. Los pasos subse-

cuentes son 1
— u® (4)

(k+1) _
Au NG

con

A ]

Para resolver el sistema (4) se calcula la factorizaciéon QR via transforma-
ciones de Householder de A:

Az = (QR)x = u®),

Asi,
Rz = Qtu®

pues Q! = Q. Este sistema puede resolverse por sustitucién hacia atrs. Fi-
nalmente,
1
R — g
A(K)
El método de la potencia inversa converge por las mismas razones que con-
verge el método de la potencia regular.

ul

2.2. Iteraciéon QR

Es una sucesion de transformaciones de similaridad. Cada paso de la iteracion
consiste en la descomposicién de la matriz en la forma QR y en la transformacién
de similaridad. Denotamos a la matriz inicial por Ay = A, donde A es la matriz
original de la cual deseamos calcular los valores. La matriz Ay se descompone
en

Ag = QoRy

donde @y es una matriz ortonormal y Ry es una matriz triangular superior. La
transformacién de similaridad se escribe como

-1 -1
A1 =Qy AoQo = Qp QoRoQo = RoQo-
Los siguientes paso son esencialmente identicos y se escriben como

A = QR
Apt1 = RpQp.



Nuestro criterio de paro es
[ Ak1 — Agll <€

donde ¢ es la tolerancia. De hecho, la iteracion QR y el método de la potencia
pueden verse como generalizaciones de un esquema mas general. Sea A € M, «n,
y r un entero que satisface 1 < r < n. Dada una matriz Qg € M, x, con
columnas ortonormales, el método de la iteracién ortogonal genera una sucesion
de matrices {Qr} € C™*" como sigue

Zy = AQk—
QrRr = Zg.

Noétese que si r = 1, entonces tenemos el método de la potencia. Més aun,
la sucesién {Qre1} es precisamente la sucesién de vectores producida por el
método de potencias con el vector inicial gg = Qge;.

Para analizar el comportamiento de esta iteracion, supongamos que

QT AQ =T =diag(Xi) + N [M] = [Ag| = -+ = | A

es una descomposiciéon de Schur de A € C™*". Supongamos que 1 < r <ny
particionemos @, Ty N como sigue

Q:(Qa Qﬁ)
T T

re ()
N- N-

v (0 )

donde Qq, T11 y N11 tienen r columnas y (g, T12, T2, Ni2 y Noo tienen n —r
columnas. Si [A;| > |Ar41], entonces el subespacio D,.(A) = ran(Q,) se dice
que es un subespacio invariante dominante. El siguiente teorema muestra que,
bajo suposiciones razonables, los subespacios ran(Qy) generados por el esquema
Art1
X

iterativo converge a D,(A) a una tasa proporcional a . No se da su

r

demostracion, pues no es el objetivo de la practica.

Teorema 1. Sea la descomposicion de Schur de A € C™"*™ conn > 2. Supénga-
se |Ar| > |Ars1| v que 8 > 0 satisface

(L+0) (A > [[N] -
Si Qo € C™ 7" tiene columnas ortonormales y
d = dist(D.(A"),ran(Qo)) < 1,
dp = dist(D,(A"),ran(Qx)),

entonces las matrices Qy generadas por la iteracion ortogonal satisfacen

g < 10" (1 1 Trall ) (MTH + ||N||F/<1+0>>k
T VI=@ T sep(Tyy Ta) ) I = INTR /(1460) )

donde sep(T',,T22) es el valor singular mds pequeno de T11 X — XTho.




Podemos derivar ahora la iteracién QR y examinar su convergencia. Tome-
mos en la iteraciéon ortonormal r = n y los valores propios de A satisfacen

[A1] > |A2] > - > Al

Particionamos la matriz Q y Qi en el esquema como sigue:

Q=I(q1,---,qn) Qr= (q§k)7"" ’(lk)>

Si
dist(D;(A"), gen{qio), d 9N <1 i=1,....n

se sigue, del teorema (1), que

dist(gen{qyc)7 . ,qfk)}, gen{qi,...,q}) —0

para i = 1,...,n. Por lo tanto, la iteracién QR calcula la descomposicién de
Schur bajo las hipétesis del teorema, esto es, @ = limy oo Q1 - - - Q.

Aunque la iteracién QR calcula todo el espectro de una matriz A, es un
cémputo O(n?), donde n es la dimensién de la matriz; su convergencia es lineal,
cuando existe, por lo cual para matrices grandes es un método impractico.

2.3. Iteracion de Jacobi

El método de Jacobi permite encontrar todos los autovalores de una matriz

simétrica A. Se construye una sucesién de matrices ortogonales Ry, Ro, ..., R,
como sigue
Dy = A
_ ¢
Dj = Rijfle,
para j =1,...,n. Mostraremos cémo construir la sucesién {R;} tal que
lim D; = D =diag(Ai,..., ),
J—00
Iim R; = R
j—o0
y ademas
R'AR =D.

En la practica nos detendremos cuando los elementos distintos de la diagonal
sean cercanos a cero. La construccién produce

D,=R'R, |- RIARRy---Ry_1R,.

n—1

En cada paso de la iteracién de Jacobi conseguiremos el limitado objetivo
de anular dos elementos dpq y dgp con p # g. Denotemos R;a la primera matriz
ortogonal utilizada. Supéngase que

D) = RLAR,



reduce los elementos dp, ¥ dgp a cero, donde R; tiene la forma

1 -+ 0 -+ 0 --- 0
0 c s 0
Ry =
0 —s c 0
0O -«- 0 --- 0 --- 1

con (Ri)pp = (R1)gq = ¢, (R1)pg = 8, (R1)gp = —s y (R1)i; = di; siempre que
1#p,qy j#p,q. Veremos que de hecho

c = cos¢

s = senao,
donde ¢ es el dngulo de rotacién que produce el efecto deseado. Definamos

02—82

0 = cot2¢ = 5
cs

7 ’ . _ _ 2 2
Después de algunos célculos directos vemos que dpq = dgp = (¢* — 5%)apg +
es(app — Gqq), ¥ 10 que queremos es

(02 - 32)%4 + es(app — agq) =0,

lo que implica que
2 .2
¢ 8T G, (5)

2cs 2apq

Para aumentar la estabilidad numérica, calculamos tan ¢. Definimos
S
t=tan¢p = —.
c

Dividimos los numeradores de (5) entre ¢ para obtener

9_1782/62_17252
-~ 2s/c 2t

lo que arroja la ecuacién
t24+2t0—1=0. (6)

Puesto que t = tan ¢, la raiz més pequena (6) corresponde al dngulo de rota-
cién méas pequeiio con |¢| < 7/4. La forma particular de la férmula cuadrética
en este caso es

signo(6)
t=—0+£Vor1= 8007
0] + VO + 1



y asi ¢ y s pueden calcularse con las férmulas

1
c = —
Vi +1
s = ct.

El esquema de Jacobi continia anulando siguiendo el érden de las columnas
hasta que todos los elementos distintos de la diagonal se acercan a cero tanto
como lo indique la tolerancia, asi que nuestro criterio de paro es

[Dj+1— Djl| <e

donde € es la tolerancia. Las desventajas del método de Jacobi es que esta res-
tringido para matrices simétricas y que su eficiencia se ve afectada por el modo
en que se eligen los elementos de la matriz a eliminar.

3. Implementacion en MATLAB

En las secciones que vienen, los algoritmos siempre tendran como supuesto
que se tiene una tolerancia tol y un nimero méaximo de iteraciones M AX. No se
examina el algoritmo para obtener la factorizacién QR via transformaciones de
Householder, pues no es el aspecto fundamental de los algoritmos expuestos. Por
simplicidad, en las implementaciones en MATLAB no se despliegan mensajes
de error por divisién entre cero o exceso de iteraciones.

3.1. Meétodo de la potencia regular

Algoritmo 1 (Potencia regular). Sea la matriz A € My, xn, cuyo valor pro-
pio mds grande en valor absoluto es real y aislado (es decir, que no es valor
propio doble de A). Supongamos, ademds, que los valores propios estdn ordena-
dos en orden creciente de valor absoluto,

Al < Aol <0 <A

Sea v una estimacion inicial del vector propio, que puede ser cualquier vector
no nulo con |jv|| = 1.

1. Haceri=1yerr=tol + 1.
2. Mientras i < MAX y tol < err, repetir:

a) Calcular la estimacion y — Awv.

b) Calcular la estimacion del valor propio A — |ly||. Si A = 0, marcar
error e ir al paso .

c) Calcular el error de la estimacion err = HU - ﬁH

d) Actualizar la estimacion v — Hzi\l y el contador i — i+ 1. Sii =
MAX + 1, marcar exceso de iteraciones.



Al terminar el algoritmo, se obtiene o bien una aproximacion a A, y v, Su
vector propio con precision tol; o bien, un mensaje de exceso de iteraciones, o
bien, un mensaje de error.

La funcién potencia tiene como parametros la matriz cuadrada A € M, «p,
el vector de estimacion inicial v y la tolerancia tol. Como salida se obtiene
lambda, el valor propio maximo en valor absoluto y v, el vector propio asociado
a dicho autovalor. El algoritmo se repite un maximo de 100 veces.

function [lambda,v]=potencia(A,v,tol)

i=1;

err=tol+1;

while (i<=100)&(tol<=err)
v=v/norm(v,inf);
y=A*v;
lambda=norm(y,inf);
if (lambda==0)

break;

end
vs=y/lambda;
err=norm(v-vs,inf);
i=i+1;
V=VSs;

end

3.2. Método de la potencia inversa

Antes de implementar el método de la potencia inversa, se requiere un algo-
ritmo auxiliar que resuelve un sistema de ecuaciones Ax = b, con A € M, «.

Algoritmo 2 (Sistema de ecuaciones). Sea la matriz A € M, ., invertible
y b un vector de R™.

1. Calcular Q,R € My« con @ ortonormal y R triangular superior tales
que A = QR a través de transformaciones de Householder.

2. Hacer b/ = Q% yx = 0.

3. Para i desde 1 = n hasta it = 1, repetir:

boST A
a) Hacer x; = (b J;wgtile‘+l),

4. Fin.

Entonces el vector x es la solucion del sistema Ax = b.



La funcién resuelve toma como pardmetros una matriz invertible A €
My xn y un vector b de R™ y devuelve la soluciéon = del sistema de ecuacio-
nes Ax = b.

function x=resuelve(A,b)

[Q, Rl=factoqr(A);

b1=Q’*b;

x=zeros(length(b),1);

for i=length(b):-1:1
x(1)=(b1(i)-R(i,i+1:1length(b))*x(i+1:1length(b)))/R(i,i);

end

Algoritmo 3 (Potencia inversa). Sea la matriz A € M xn, cuyo valor
propio minimo en valor absoluto es real y aislado (es decir, que no es valor propio
doble de A). Supongamos, ademds, que los valores propios estin ordenados en
orden creciente de valor absoluto,

Ml <ol <o < Anl.

Sea v una estimacion inicial del vector propio, que puede ser cualquier vector
no nulo con |jv|| = 1.

1. Haceri=1 yerr =tol + 1.
2. Mientras i < MAX y tol < err, repetir:

a) Resolver para y la ecuacidn Ay = v a través del algoritmo (2).

b) Calcular la estimacion del valor propio X — |ly||. Si A = 0, marcar
error e ir al paso 3.

c) Calcular el error de la estimacion err = Hv - *qu H

d) Actualizar la estimacion v «— m y el contador i «+— i+ 1.

Al terminar el algoritmo, se obtiene o bien una aprorimacion a )% Y v, Su
n
vector propio con precision tol; o bien, un mensaje de exceso de iteraciones, o
bien, un mensaje de error.

La funcién potenciainv tiene como pardmetros la matriz cuadrada A, el
vector de estimacién inicial v y la tolerancia tol. Como salida se obtiene lambda,
el valor propio minimo en valor absoluto y v el vector propio asociado a dicho
autovalor. El algoritmo se repite un maximo de 100 veces.

function [lambda,v]=potenciainv(A,v,tol)
i=1;
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err=tol+1;
while (i<=100)&(tol<=err)
v=v/norm(v,inf);
y=resuelve(A,v);
lambda=norm(y,inf);
if (lambda==0)
error (’El valor propio es cero o muy cercano a cero.’);
break;
end
vs=y/lambda;
err=norm(v-vs,inf);
i=i+l;
V=VSs;
end
lambda=1/lambda;

3.3. Iteracion QR

Algoritmo 4 (Iteracion QR). Sea la matriz A € M, «y, cuyo espectro puede
ordenarse del siguiente modo:

Al > A2 > > Al

Particionamos la matriz Q y Qr en el esquema como sigue:

Q= (g1, qn) Qr= (q§k),~~.7q£’“)).

Supongamos que
. Ak (0) (0) .
dist(D;(A*),gen{q; ,..., ¢, ) <1 i=1,...,n.

1. Hacer Ag — A, A1 — A— (tol + 1)I,Qs < I, con I la matriz identidad
de n X n.

2. Mientras ||[Ag — A1]| > tol ei < MAX, repetir:

a) Calcular la factorizacion QR de Ag.

b) Hacer Q5 — Q5Q, Ap — RQ, A1 — QR et —i+1. Sii = MAX+1,
marcar exceso de iteraciones.

3. Hacer S = Ap.

4. Fin.

Al terminar el algoritmo, se obtiene o bien una aprorimacion a la descom-
posicion de Schur Q;AQf =S, con precision tol; o bien, un mensaje de exceso
de iteraciones.

11



La funcién itQR tiene como parametros la matriz cuadrada A y la tolerancia
tol. Como salida se obtiene ()5 y S de la descomposicién de Schur Q?AQf =S.
El algoritmo se repite un maximo de 100 veces.

function[S,Qf]=itQR(A,to0l)
AO=A;
A1=A+(tol+1)*xeye(size(A));
Qf=eye(size(A));
i=1;
while(norm(A1-A0,inf)>to0l)&(i<=100)
[Q,R]=factoqr(A0);
Qf=Qf*Q;
AO=Rx*Q;
A1=Q%*R;
i=i+1;
end
S=A0;

3.4. Iteracién de Jacobi

Algoritmo 5 (Iteracién de Jacobi). Sea la matriz A € My« simétrica.
1. Hacer R+ I, P — A.
2. Mientras |P — diag(P)|| > tol el < MAX, repetir:

a) Para i desde i = 1 hasta i = n, repetir:

b) Para j desde j =i+ 1 hasta i = n, repetir:

1) Hacer 0 — 2470, ¢ — s ¢ — iy y s — b

2) Hacer U « 1.

3) Hacer Un‘, Ujj — C, Uij «— Sy Uji — —S.

4) Hacer P — U'PU,R«+ RU el «— I+1. Sil = MAX +1, marcar
exceso de iteraciones.

Al terminar el algoritmo, se obtiene o bien una aproximacion a la descompo-
sicion R'AR = diag(spec(A)), con precision tol; o bien, un mensaje de exceso
de iteraciones.

La funcién eigJacobi tiene como pardmetros la matriz cuadrada A y la
tolerancia tol. Como salida se obtiene P y R de la descomposicién RIAR = P
donde P = diag(spec(A)). El algoritmo verifica que A sea simétrica (de no serlo
se despliega un mensaje de error) y se repite un maximo de 100 veces.
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function [P,R]=eigJacobi(A,tol)
if A==A’
n=length(A(:,1));
R=eye(n) ;
P=A;
1=1;
while norm(P-diag(diag(P)))>tol&(1<=100)
for i=1:n
for j=i+l:n
if P(j,j)"=P(i,1i)
theta=(P(j,j)-P(i,1))/(2*xP(i,j));
t=sign(theta)/(abs(theta)+sqrt(theta*theta+l));
c=1/sqrt (t*t+1);
s=cx*xt;
else
c=sqrt(2)/2;
s=c;
end
aux=eye(n) ;
aux(i,i)=c;
aux(j,jl=c;
aux (i, j)=s;
aux(j,i)=-s;
P=aux’*P*aux;

R=R*aux;
end

end

1=1+1;
end
else

error(’La matriz debe ser simetrica.’);
end

4. Conclusiones y observaciones

= Si bien no existen métodos que sean numéricamente estables, rapidos y
que calculen todos los autovalores de una matriz A € M,,«n, es claro que
tenemos que debemos tener en mente las ventajas y desventajas de cada
uno de los métodos estudiados al momento de aplicarlos.

= Kl método de la potencia regular tiene el gran inconveniente de que no
podemos saber a priori si una matriz A tiene una valor propio aislado
simple y de méaximo valor absoluto.

= El método de la potencia inversa tiene el inconveniente de que no converge
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si el minimo valor propio en valor absoluto es 0, que seria el caso de las
matrices no invertibles.

= Para la iteracion QR es dificil comprobar los casos en los que no conver-
ge (que no son demasiado comunes); ademds, si los valores propios son
préximos entre si, el método se vuelve lento, segin el teorema (1).

= Aunque la iteraciéon de Jacobi estd enfocada a las matrices simétricas,
éstas surgen frecuentemente en la préctica (en las ecuaciones en derivadas
parciales, por ejemplo). Ademds, la transformacién de similiaridad que nos
devuelve es util pues es rigida, al ser ortogonal.
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