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Zwischen den Koordinaten der Punkte P1 und P0 gibt es eine Differenz:





                             		                P1       P0





Damit gibt es auch die Differenzen:





		                          y1      y0   und   x1       x0





Die Idee der Differenzierung einer Funktion besteht darin, die Differenzen zwischen Punkten (Werten) der Funktion selbst in einer Funktion darzustellen.





Koordinaten:





P0 (x0 | y0)








P1 (x1 | y1)








y0
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P1





P0
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Sekante





Man kann die Differenz zwischen den Punkten P1 und P0 auch durch eine Gerade (Strecke) verdeutlichen. Jede Differenz zwischen zwei beliebigen Punkten hat somit ein bestimmtes Maß, nämlich genau die Länge der Strecke. 


Eine solche Strecke, die eine Kurve in zwei Punkten schneidet, nennt man auch Sekante.


Da die Sekante eine Gerade ist, kann sie durch eine Geradengleichung definiert werden. Dafür genügen die Koordinaten von zwei Punkten. Jede Sekante hat somit auch einen Anstieg.





Koordinaten:





P0 (x0 | y0)








P1 (x1 | y1)
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s1





s2





P3





P2





Da die Sekante eine Gerade ist, kann sie durch eine Geradengleichung definiert werden. Dafür genügen die Koordinaten von zwei Punkten.


 


Die allgemeine Form der Geradengleichung lautet:





y = ax + b





Jede Sekante hat somit auch einen Anstieg. Er wird aus dem Koeffizienten a ersichtlich. Ist a positiv, steigt die Sekante (s1). Ist a negativ, fällt die Sekante (s2).
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tan  =





b





a











c





b





a





s1





s2





P3
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Man kann sich auch vorstellen, dass die Sekante die längste Seite eines Dreiecks ist. Dieses Dreieck ist immer rechtwinklig. Man nennt es auch Steigungsdreieck.


Der Tangens des Winkels  ist rechnerisch das Verhältnis von a zu b:

















Damit entspricht der Tangens von  genau dem Anstieg der Sekante.
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x1 - x0





y1 - y0





ms = tan  =





b





a





Nun kann man die Seiten des Steigungsdreiecks mit Hilfe der Koordinaten und deren Differenzen genau darstellen.


		


                                                   a = y1 - y0


		                         b = x1 - x0





Damit ist der Anstieg ms der Sekante:





Koordinaten:





P0 (x0 | y0)








P1 (x1 | y1)
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Differentialrechnung 1





Man kann die Differenz zwischen den Koordinaten zweier Punkte immer weiter verringern, indem sich die beiden Schnittpunkte der Sekante mit der Kurve stetig annähern. Das lässt sich besonders gut an stark gekrümmten Kurven (Ellipse) sehen.





Irgendwann ist die Differenz zwischen P0 und P3 = 0. Dann berührt die Gerade die Kurve genau in einem Punkt. Nun spricht man von der Tangente an die Kurve.


Auch die Tangente im Punkt P0 hat natürlich einen Anstieg.
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Für jeden Punkt der Funktionskurve kann eine Tangente konstruiert werden. Damit besteht zwischen der Funktion und den einzelnen Anstiegen der Tangenten selbst ein funktionaler Zusammenhang.





Da es unendlich viele solche Punkte (und Tangenten) gibt, ist es nicht sinnvoll, den Tangentenanstieg geometrisch zu ermitteln. Um eine durchgehende (kontinuierliche) Folge der Anstiege rechnerisch zu ermitteln, wird folgende Idee angewandt.
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(sprich: delta x)
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h





Die Differenz zwischen x0 und x1 wird mit h bezeichnet. Dann ist: 		


		                              


                                                           x0 = x0


		                                x1 = x0 + h





Die Differenz h wird oft auch geschrieben als: 





Koordinaten:
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Es gilt:





Was bleibt übrig ?





Binomische Formel u. Ausmultiplizieren !





Dieses Ergebnis nennt man die 1. Ableitung der Funktion.





h gegen 0 zu vermindern bedeutet, den Grenzwert (limes) zu bilden


Dabei stellt man sich vor, welches


Ergebnis der ganze Term hat, wenn h theoretisch 0 ist.





� EINBETTEN Equation.2  ���





Eine Funktion lautet:








1)			                      x0 = x0


			                   x1 = x0 + h








2) Anstieg der Sekante 		 ms = 








3) 			                       y = f(x)











Demnach kann man schreiben:    ms = 














Damit hat man eine Form gefunden, um den Anstieg der Sekante rechnerisch allein mit der Funktionsgleichung zu ermitteln, ohne ihn für jeden einzelnen Punkt zu berechnen.





Indem h gegen 0 verkleinert wird (Grenzwert 0), erhält man aus dem Sekantenanstieg schließlich die allgemeine Gleichung für den Tangentenanstieg in jedem beliebigen Punkt.





Das soll an einem Beispiel gezeigt werden.
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Extrempunkt: Minimum





tE





E0





x





y





Die 1. Ableitung ist also immer der Anstieg der Tangente für einen beliebigen Punkt der Funktionskurve. Da die 1. Ableitung eine Gleichung darstellt, kann der Tangentenanstieg lückenlos für die ganze Funktion ermittelt werden.





Warum ist der Tangentenanstieg so wichtig? Er gibt uns ein besseres Bild der Funktionskurve und damit ihrer Eigenschaften.





In einem Extrempunkt der Kurve ist der Anstieg der Tangente immer gleich 0, d.h. dort verläuft die Tangente parallel zur x-Achse. Das ist eine sehr nützliche Kenntnis.





y1 - y0





Minimum





Maximum





y





Von Extrempunkten gibt es nur zwei Typen: Maximum und Minimum, je nachdem, wie groß der y-Wert ist. Eine Funktion kann mehrere Extrempunkte haben.





Um herauszufinden, ob es sich bei einem Extrempunkt ( 1. Ableitung = 0 ) um ein Maximum oder ein Minimum handelt, bildet man die 2. Ableitung.





Die 2. Ableitung ist die Ableitung der 1. Ableitung. Sie wird mit Hilfe der Ableitungsregeln ermittelt. Solche Ableitungsregeln findet man in Tafelwerken.


Wenn ein Maximum vorliegt, dann ist die 2. Ableitung stets kleiner als 0. Bei einem Minimum ist die 2. Ableitung größer als 0.








.
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x1 - x0
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Wendepunkt





y





Ein weiterer wichtiger Punkt einer Funktion ist der Wendepunkt. Ein Wendepunkt liegt zwischen einem Minimum und einem Maximum (oder umgekehrt). 





Tangente t2 hat eine größere Steigung als Tangente t1. Hier ist die Tendenz des Anstiegs steigend. Tangente t4 hat eine kleinere Steigung als Tangente t3, die Tendenz ist fallend. 





Also muss es irgendwo zwischen diesen Tangenten einen Punkt geben, wo die Tendenz des Anstiegs wechselt. Dieser Punkt ist der Wendepunkt. Seine Tangente heißt Wendetangente. Der entsprechende x - Wert heißt Wendestelle.





An einem Wendepunkt ist die 2. Ableitung stets gleich 0, die 3. Ableitung ungleich 0.





x





f(x0+h) -  f(x0)








� EINBETTEN Equation.2  ���
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Schließlich soll noch die Normale genannt werden. Die Normale ist die Gerade, die senkrecht auf der Tangente steht. Man sagt: Tangente und Normale sind orthogonal. Deshalb wird die Normale auch Orthogonale genannt. Die Normale hat immer den Anstieg:
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