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Bemerkungen zur Fermatschen Vermutung (1)                                          
Beitrag von Lajos Varga, Budapest

In einer Notiz auf dem Seitenrand des Buches "Arithmetica" des antiken Mathematikers DIOPHANT schrieb Pierre FERMAT folgendes:

"Einen Kubus in zwei Kuben, eine vierte Potenz in vierte Potenzen oder allgemein irgendeine höhere als die zweite Potenz in zwei von derselben Art zu zerlegen ist unmöglich, wovon ich einen bemerkenswerten Beweis gefunden habe. Der Rand ist zu schmal, um ihn zu fassen."

Andrew J. WILES hat 1994 die Richtigkeit der Fermatschen Vermutung bewiesen. Sein Beweis soll 130 Seiten stark sein und es soll drei Tage gedauert haben, ihn den befugten Wissenschaftlern vorzutragen. Damit war eine Jahrhunderte lange Forschung zu Ende. Allerdings - Fermats Beweis der Sache ist bis heute nicht gefunden, obwohl sicher nicht nur der große Leonhard Euler nach eventuellen hinterlassenen Manuskripten suchte. Wahrscheinlich hat Fermat seinen Beweis doch nicht aufgeschrieben.

Welche Gedanken könnte Fermat gehabt haben? Mit ziemlicher Sicherheit kann sein Beweis nicht mit dem von Wiles übereingestimmt haben, denn die rechnerischen Methoden von Wiles und die verwendeten mathematischen Theorien standen Fermat nicht zur Verfügung. Lediglich das Problem war dasselbe.

Wenn man versucht, sich in die mathematische Gedankenwelt Fermats hineinzuversetzen, dann fällt auf, dass er mehrmals über etwas nachgedacht hat, dass schon bei Euklid beschrieben wurde, nämlich die Aufgaben zur sogenannten Flächenanlegung. Für Fermat und seine Zeit war typisch, dass algebraische Zusammenhänge eng in Verbindung zur Geometrie behandelt wurden.

Die Aufgaben zur Flächenanlegung haben alle einen Grundgedanken: In welche Teile kann eine Strecke geteilt werden und was für Flächen ergeben sich aus den Rechtecken (oder Quadraten) über den Teilstrecken? Euklid untersuchte z.B. folgende geometrische Figur:
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Dazu gibt Euklid eine Beschreibung:

"Teilt man eine Strecke sowohl in gleich als auch in ungleiche Abschnitte, so ist das Rechteck aus den ungleichen Abschnitten der ganzen Strecke plus dem Quadrat über der Strecke zwischen den Teilpunkten gleich dem Quadrat üder der Hälfte der Strecke."
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Algebraisch ausgedrückt, lautet diese Beziehung:                                                              
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oder
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Diese Gleichung gehört zu den ältesten und universalen Gleichungen der Mathematik. Sie wurde auch von den Babyloniern benutzt. Geometrische und algebraische Beschreibungen sind oft nur zwei verschiedene Sichtweisen auf dieselbe Sache.

Auf eine der Flächenanlegungs-Aufgaben Euklids hat Fermat direkt Bezug genommen, als er eine Art Extremwert berechnete. 


Bei Euklid heißt es dazu: 

"Von allen Flächen, die man an eine feste Strecke so anlegen kann, dass ein Quadrat fehlt, ist das Quadrat über der halben Strecke die größte."

Wie könnte eine Verbindung von den Euklidischen Flächenanlegungen zu den Gleichungen des Diophant hergestellt werden? Natürlich über die Binomische Formel. Ein Quadrat kann algebraisch durch den Ausdruck
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beschrieben werden.
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Die entsprechende geometrische Darstellung ist:                                                            




Nun kann man die Binomische Formel mit der 2. Potenz folgendermaßen umformen:


Wenn man die Bemerkung von Fermat interpretiert, dann kann man seine Vermutung auch so formulieren:

Keine Potenz mit dem Exponenten n größer 2 kann als Summe mit weniger als 2 Summanden dargestellt werden.

Unter diesem Aspekt kann jede weitere Betrachtung ebenso korrekt sein wie alle früheren Betrachtungen, nur dass hier die Anzahl der Summanden der Summe im Mittelpunkt der Untersuchung steht.

Damit zeigt sich aber, dass allerdings nur die 2. Potenz oder das Quadrat als Summe mit zwei Summanden dargestellt werden kann. 
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Nach der Umformung von oben würde die Summe z.B. für einen Kubus lauten:                 
Diese Summe hat drei Summanden. Übrigens gibt es (mindestens) eine Summe, deren dritte Potenz gleich der Summe der dritten Potenzen ihrer drei Summanden ist:

2.5583   +   15.3483   +   20.4643   =   23.0223
Eine solche Interpretation hat auch noch eine weitere Übereinstimmung mit den Überlegungen Fermats, die uns bekannt sind. So hat er bemerkt, dass jede Primzahl der Form 4n + 1 eine Summe von zwei Quadraten ist. Könnte hier nicht der Gedanke einer Summe und der Anzahl iherer Summanden eingeflossen sein?

Auch seine Beweismethode des descente infinite (des "unendlichen Abstiegs") lässt sich auf die Summanden-Interpretation seiner Vermutung anwenden. Die Summe der Form:

lässt sich derart "absteigend" zerlegen, dass stets jeder Summand wieder eine Summe aus zwei Summanden ist, die ihrerseits auch stets Quadrate sind. Analog gilt dies natürlich auch für jede andere Potenz mit dem Exponenten n und n Summanden.

(Dabei ist interessant, dass der Koeffizient nicht mehr in seiner Rolle als (reelle) Zahl erscheint, sondern als Mengen-Operator. Die Zahl wird hier als Menge ihrer Einheits-Elemente betrachtet.) 

Immerhin kann auch so gezeigt werden, dass sich keine Potenz außer der zweiten in zwei Potenzen derselben Art zerlegen lässt. Und ist es nicht das, was Fermat behauptete?

Fortsetzung S. 5
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Bemerkungen zur Fermatschen Vermutung (2)                                                  
Beitrag von Dr. Kurt Riedinger, Wien

Es gibt eine Aufgabe zum Zerschneiden eines Würfels in Einzelwürfel, z.B. des 3 x 3 Würfels in 27 Einzelwürfel 1 x 1. Die Frage ist, mit wie viel Schnitten höchstens diese Aufgabe gelöst werden kann. Es gibt eine minimale Anzahl von Schnitten, die durchgeführt werden müssen, im Beispiel sind es 6.

Allgemein gibt es eine Formel, um die nötige Anzahl von Schnitten zu ermitteln. Für einen Würfel der Form
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gilt die Anzahl der Schnitte
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Dabei ergibt sich k aus folgender Beziehung
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Damit wird ein Produkt aufgefasst als eine Menge von (gleichen) Summanden. (Dafür gilt z.B. nicht das Kommutativgesetz der Multiplikation.) Der Koeffizient vor dem k gibt die Anzahl der Elemente der Menge "Summe" an.

Die Zerschneidungs-Aufgabe kann als eine Zerlegung einer Summe in Summanden angesehen werden. (Dabei wird zunächst vernachlässigt, dass die Summanden gleich groß sind.) Demnach wäre es möglich, ein Quadrat durch zwei Schnitte in zwei Quadrate zu zerlegen, wovon sich jeder leicht überzeugen kann. Dagegen ist es vielleicht nach der Minimal-Formel nicht möglich, einen Kubus (und jede höhere Potenz) in zwei Teile von derselben Potenz zu zerlegen.
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