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Lineare Gleichungen und Gleichungssysteme

Zu dieser Datei gehört die Excel 97 Datei Lineare Gleichungs-Systeme (2).

Übersicht

· Allgemeine Form von Linearen Gleichungen

· Das Lösen  von Linearen Gleichungen 

· Lineare Gleichungen im Koordinatensystem

· Lineare Gleichungen mit 2 Variablen

· Lineare Gleichungssysteme

· Grafische Lösung eines Gleichungssystems

· Grafische Lösungsmöglichkeiten eines Gleichungssystems

· Rechnerische Lösung von Linearen Gleichungssystemen

· Gleichsetzungs-Verfahren

· Einsetzungs-Verfahren

· Additions-Verfahren

· Rechnerische Lösung mit Determinanten

· Die Cramer Rechenregel

· Koordinaten-System (mit verschiebbaren Achsen) als Vorlage 
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Allgemeine Form von Linearen Gleichungen

Die allgemeine Form einer linearen Gleichung bedeutet die formelhafte Schreibweise ohne konkrete zahlenmäßige Werte, sondern mit allgemeingültigen Variablen (unbekannte Größen). Die allgemeine Form kann deshalb zur Lösung jeder beliebigen Gleichung als Muster verwendet werden.

Beispiel 1

Für die folgenden konkreten (mit genauen Zahlen) Gleichungen
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gilt die allgemeine (mit Variablen / Platzhaltern) Form 
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Oft werden andere Buchstaben verwendet, was aber nichts an der allgemeingültigen Form ändert.

Die Glieder der linken Seite haben bestimmte Bezeichnungen.
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Das lineare Glied selbst hat einen Koeffizienten (Beifaktor)

Die allgemeine Form der Gleichung wird immer als Summe, also mit Plus geschrieben. Durch die Vorzeichen der Zahlen kann daraus aber auch eine Differenz werden. Lineare Gleichungen haben immer Variablen mit der 1. Potenz, weshalb sie auch Gleichungen ersten Grades genannt werden können. Außerdem haben sie daher auch ihre Bezeichnung, weil der Graph einer linearen Funktion im Koordinatensystem immer eine Gerade (eine gerade Linie) ist.

In einem Koordinatensystem werden Gleichungen stets als Funktionen dargestellt. Deshalb sind lineare Gleichungen eng verbunden mit linearen Funktionen, beide unterscheiden sich eigentlich nur durch die Umstellung und Bezeichnung der Glieder. Außerdem werden für Gleichungen immer Lösungen gesucht, während bei Funktionen beliebige zusammengehörige Wertepaare ermittelt werden. Funktionen haben immer x und y als Variablen. So kann man schreiben
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Und diese Gleichung umstellen


[image: image5.wmf]y

a

x

b

=

+


Dadurch ist aus der allgemeinen Form der linearen Gleichung die allgemeine Form der linearen Funktion geworden. Diese Gleichung wird auch Geradengleichung genannt. Mit ihr kann man beliebige y - Werte ermitteln.
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Das Lösen  von Linearen Gleichungen 

Soll eine lineare Gleichung gelöst werden, sucht man nach passenden Zahlen die Variablen. Man versucht, aus einer unbekannten Größe (Zahl) eine bekannte Größe (Zahl) zu machen. Setzt man dann die gefundenen Zahlen ein, muss die Rechnung stimmen, die Gleichung ist also gelöst.

Dabei müssen die Lösungen nicht unbedingt ganzzahlig sein, auch gebrochene Zahlen oder Zahlen aus anderen Zahlenbereichen können die Gleichung erfüllen. Deshalb wird oft angegeben, in welchem Zahlenbereich die Lösung gesucht werden soll.

Alle gefundenen Lösungen einer Gleichung fasst man in einer Lösungsmenge zusammen.
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Lineare Gleichungen im Koordinatensystem

Wie bereits gesagt, können lineare Gleichungen als Geraden (Graph) in einem Koordinatensystem gezeichnet werden und heißen dort lineare Funktionen. Wenn man den Graph einer lineare Gleichung zeichnet, kann man sich ein besseres Bild über die Eigenschaften der Gleichung verschaffen, also z.B. über ihre Lösungen.

Beispiel 2

Der Graph der linearen Funktion
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Jeder Punkt auf der blauen Geraden stellt ein Zahlenpaar (ein x- und ein y-Wert) dar, das die Gleichung erfüllt. Deshalb spricht man auch von der grafischen Lösung der Gleichung.
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Um einen Graphen einer linearen Gleichung zeichnen zu können, wird die lineare Gleichung in die Form der linearen Funktion umgewandelt. Dabei steht auf der linken Seite immer der Wert für y (ohne Koeffizient bzw. mit Koeffizient 1, der nicht mitgeschrieben wird)

Gleichung aus Beispiel 2
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Nun kann mit Hilfe einer Wertetabelle eine Anzahl von Wertepaaren (x ; y) ermittelt werden. Dabei werden geeignete x - Werte genommen und dafür die entsprechenden y - Werte berechnet.
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Markiert man diese Wertepaare als Punkte im Koordinatensystem und verbindet die Punkte miteinander, erhält man den Graph der Gleichung / Funktion. Da es sich um eine lineare Gleichung / Funktion handelt, muss man die Punkte mit einem Lineal verbinden können. Deshalb genügen für eine lineare Funktion zwei Wertepaare.
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Wenn man sich überlegt, wie eine Gerade im Koordinatensystem verlaufen kann, gelangt man zu vier verschiedenen Möglichkeiten.

· schräg / von links unten nach rechts oben:
steigend

· schräg / von links oben nach rechts unten:
fallend

· parallel zur x - Achse:



Anstieg = 0

· parallel zur y - Achse:



Anstieg = 0

Nach diesen Möglichkeiten spricht man auch vom Anstieg der Geraden.


Den Anstieg erkennt man auch an der allgemeinen Form der linearen Funktion,
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und zwar am Vorzeichen des Koeffizenten  
[image: image9.wmf]a


Wenn 
[image: image10.wmf]a

  =  positiv ist, also > 0, dann handelt es sich um eine steigende Gerade.

Wenn 
[image: image11.wmf]a

 =  negativ ist, also < 0, dann ist es eine fallende Gerade.

Deshalb ist die Gerade  
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 aus Beispiel 2 eine fallende Gerade.
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Lineare Gleichungen mit 2 Variablen

Die allgemeine Form einer linearen Gleichung kann auch mehrere Variablen haben.

In der Gleichung
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     ist nur das x unbekannt. (siehe Beispiel 2)

Die Gleichung kann um eine Variable y erweitert werden.
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Jetzt handelt es sich um eine lineare Gleichung mit zwei Variablen.

Beispiel 3
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Auch eine solche Gleichung ist in jedem Fall eine Gerade. Man kann ihren Graph in ein Koordinatensystem zeichnen. Dafür muss sie jedoch zuerst in die Form einer linearen Funktion ( y steht auf der linken Seite !) gebracht werden. Dies nennt man Umformen der Gleichung. Durch geeignete Rechenschritte werden alle Glieder auf der linken Seite (außer y) nach rechts gebracht, bis man die Form hat
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Beispiel 4
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Man sagt auch, die Gleichung ist nach y umgestellt oder nach y aufgelöst.

Lineare Gleichungen mit 2 Variablen kommen in der Praxis häufig vor, z.B. wenn zwei Stoffe verschiedener Konzentration in einem bestimmten Verhältnis gemischt werden sollen. Allgemein kann man sagen, die Gleichung
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besagt, dass ein Ganzes (die Summe links) aus zwei Teilen (den Summanden) besteht, die wiederum beide durch eine Produktmenge bestimmt sind. Demnach gibt es 4 "Stellen" des Ganzen, an denen die (zahlenmäßige oder quantitative) Zusammensetzung verändert werden kann, nämlich zwei Variablen und zwei zugehörige Koeffizienten. Natürlich kommt es beim Lösen von linearen Gleichungen nicht darauf an, die Werte der Gleichung zu verändern, sondern unbekannte Werte zu ermitteln.

Deshalb sind in diesen Gleichungstypen stets die Koeffizienten und der Wert auf der rechten Seite bekannt.
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Lineare Gleichungssysteme

Lineare Gleichungssysteme bestehen aus 2 (oder mehr) linearen Gleichungen mit 2 (oder mehr) Variablen (Unbekannten). Die häufigste Form sind Gleichungssysteme mit 2 Gleichungen, die jeweils 2 Variablen haben. Solche Systeme bezeichnet man auch als 2-2-Systeme.

Beispiel 5
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Jede Gleichung kann nach y umgestellt werden.
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Bei Gleichungssystemen kommt es aber darauf an, die Lösung zu finden, die für beide Gleichungen zutrifft. Man prüft also, ob es ein und denselben x - Wert und ein und denselben y - Wert gibt, der jeweils beide Gleichungen erfüllt. Prüfen heißt, dass es diese Werte möglicherweise auch gar nicht geben kann, dann hat das Gleichungssystem eben keine Lösung.

Ein Gleichungssystem muss immer als Zusammenhang von 2 Gleichungen betrachtet werden, die auf eine gemeinsame Lösung hin geprüft werden.

Das Beispiel 5 hat die Lösung
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Beide Werte erfüllen beide Gleichungen
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Jede der Gleichungen kann auch im Koordinatensystem als Gerade gezeichnet werden. Aus dem Vorzeichen des (Anstieg)Koeffizienten erkennt man, dass die erste Gleichung eine fallende und die zweite eine steigende Gerade hat.

Beim Einzeichnen in das Koordinatensystem sieht man auch, dass die Lösungswerte genau das Zahlenpaar für den gemeinsamen Schnittpunkt sind. Hat ein 2-2-Gleichungssystem eine eindeutige Lösung, dann ist diese Lösung (geometrisch betrachtet) der Schnittpunkt ihrer Geraden. Man bezeichnet dies auch wieder als grafische Lösung des Systems.
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Grafische Lösung eines Gleichungssystems
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Unter allen (im reellen Zahlenbereich unendlich vielen) Lösungen, die jede der beiden Gleichungen besitzt, gibt es nur eine einzige gemeinsame. 
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Grafische Lösungsmöglichkeiten eines Gleichungssystems

Für die Lage der Geraden eines 2-2-Gleichungssystems gibt es 3 Möglichkeiten.

· Sie schneiden sich in einem Punkt:

eindeutige Lösung

· Sie liegen parallel zueinander:


keine Lösung

· Sie sind deckungsgleich:


unendlich viele Lösungen
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a) Eindeutige Lösung

Beispiel 6
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Nach y umgestellt, ergibt sich
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Dafür gilt
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          Demnach ist die Lösung   (2 ; 1)

b) Keine Lösung

Beispiel 7
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Nach y umgestellt, ergibt sich
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Betrachtet man die beiden Gleichungen, sieht man, dass sie sich nur im Wert des absoluten Gliedes unterscheiden. Dieser Unterschied bewirkt eine Parallel-Verschiebung der Geraden in Richtung der x - Achse.

c) Unendlich viele Lösungen

Beispiel 8
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Nach y umgestellt, ergibt sich
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Beide Gleichungen haben dieselbe Lösungsmenge, ihre Geraden sind dieselben (identisch).
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Rechnerische Lösung von Linearen Gleichungssystemen

Für die rechnerische Lösung von Gleichungssystemen gibt es drei hauptsächliche Rechenverfahren.

· Das Gleichsetzungs-Verfahren

· Das Einsetzungs-Verfahren

· Das Additions-Verfahren

a) Das Gleichsetzungs-Verfahren

Beim Gleichsetzungs-Verfahren werden beide Gleichungen nach y umgestellt. Anschließend werden die beiden y - Werte verglichen. Wenn das System eine eindeutige  Lösung hat, dann müssen beide y - Werte gleich groß sein.

Beispiel 9


[image: image31.wmf]x

y

x

y

+

=

+

=

2

5

5

6

20



[image: image32.wmf]x
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Aus beiden y - Werten formt man nun eine Gleichung, aus der man die Variable x ermitteln kann.
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Nun kann man y ermitteln und x und y in das Gleichungssystem einsetzen.
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Das Gleichungssystem hat die eindeutige Lösung 
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b) Das Einsetzungs-Verfahren

Auch beim Einsetzungs-Verfahren nimmt man an, dass in beiden Gleichungen dieselben x - und y - Werte stehen. Selbst wenn sich diese Annahme als falsch erweist, hat man herausgefunden, dass das System keine eindeutige Lösung hat.

Beim Einsetzungs-Verfahren wird nur eine Gleichung nach y aufgelöst und dieser Ausdruck dann für alle y - Variablen eingesetzt.

Beispiel 10
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Die erste Gleichung wird nach y aufgelöst.
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Wird dieser Ausdruck für y in die Gleichungen eingesetzt, erhält man zwei Gleichungen, die nur noch die Variable x haben. Auch hier genügt es, in eine Gleichung (die zweite) einzusetzen.
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Nun wird wiederum der ermittelte x - Wert eingesetzt.
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Mit der Probe werden beide Werte in die Anfangsgleichungen eingesetzt.


[image: image41.wmf]7

3

8

2

5

5

3

3

2

21

×

-

×

=

×

+

×

=


Das Gleichungssystem hat die Lösung  
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c) Das Additions-Verfahren

Das Additions-Verfahren unterscheidet sich von den beiden anderen Verfahren. Das Additions-Verfahren ist eine der wichtigsten Rechenoperationen der Algebra (Gleichungslehre). Es funktioniert im Prinzip mit zwei Schritten:

· Von einer Gleichung wird mit Hilfe eines geeigneten Faktors ein Vielfaches gebildet

· Dieses Vielfache wird zur anderen Gleichung addiert

Der Rechentrick besteht darin, dass sich durch die Addition eine einzelne Variable aufhebt und damit aus der Gleichung wegfällt. (Man kann auch sagen, dass eine Variable eliminiert (beseitigt) wird, weshalb eine weiter entwickelte Form dieses Verfahrens auch Eliminierungs-Verfahren heißt.)

Zuerst muss man eine der Gleichungen mit einem geeigneten Faktor multiplizieren.

Beispiel 11
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)

2

3

11

4

8

2

2

x

y

x

y

+

=

×

-

-

=

|




[image: image45.wmf]-

-

=

-

-

=

8

12

44

8

2

2

x

y

x

y


Jetzt kann man beide Gleichungen addieren. Dabei werden jeweils verwandte Glieder der Gleichungen addiert.
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Durch die Addition heben sich die x - Werte auf und verschwinden aus den Gleichungen.
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Der ermittelte y - Wert wird in die 1. Gleichung eingesetzt.
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Die Probe ergibt
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Das Gleichungssystem hat die eindeutige Lösung 
[image: image50.wmf](
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In den bisherigen Beispielen hatte das Gleichungssystem eine eindeutige Lösung. Es wurde schon festgestellt, dass die beiden Geraden der Gleichungen auch parallel verlaufen oder auf einer Geraden zusammenfallsen können. Auch diese beiden Möglichkeiten können rechnerisch festgestellt werden.

a) Die Gleichungen haben parallel verlaufende Geraden

Diese Lösung zeigt sich dadurch, dass bei der Umstellung der Gleichung nach y das lineare Glied 
[image: image51.wmf]a

x

bei beiden Gleichungen dasselbe ist, aber jeweils ein anderes absolutes Glied 
[image: image52.wmf]b

auftritt.

Beispiel 12
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Nach  y umgestellt ergibt sich
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Dieses Merkmal genügt, um sagen zu können, dass die Geraden parallel verlaufen. Geometrisch bedeutet eine Veränderung des absoluten Gliedes einer Funktion / Gleichung immer eine Verschiebung entlang der x - Achse.

b) die Gleichungen haben eine gemeinsame Gerade

Auch diese Lösung kann man durch eines der drei Verfahren ermitteln. Sie zeigt sich dadurch, dass man für x jeden beliebigen Wert einsetzen kann und die Gleichung ist erfüllt.

Beispiel 13
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Nach  y umgestellt ergibt sich
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Dafür gibt es aber nicht nur eine Lösung, sondern unendlich viele, denn jeder x - Wert erfüllt die Gleichung.
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Rechnerische Lösung mit Determinanten

Für die Lösung von 2-2-Systemen gibt es ein weiteres Verfahren, das man aus dem Additions-Verfahren entwickeln kann. Es funktioniert viel einfacher als die anderen Verfahren und beschränkt sich auf die Rechnung mit den Koeffizienten (Beifaktoren) der x und y Werte sowie mit den rechten Seiten der Gleichungen.

Wir verwenden dazu hier folgende Schreibweise der allgemeinen Form.
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Entsprechend dem Additions-Verfahren kann man beide Gleichungen mit einem Faktor multiplizieren. Der Trick besteht darin, die Gleichungen in eine Form zu bringen, die sich weiter vereinfachen lässt. Dabei ändert sich überhaupt nichts am Gesamtwert der Gleichungen. Dafür wird die erste Gleichung mit d und die zweite mit (-b) multipliziert. Die Koeffizienten bekommen dann folgende Form.
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Addiert man jetzt die Gleichungen, fällt die y Variable weg.
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Damit erhält man eine Formel zur Berechnung von x allein aus den Koeffizienten und den Werten der rechten Seiten.

Natürlich funktioniert das auch für die Berechnung von y. Beachte die Faktoren !
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Die Cramer Rechenregel

Das diagonale Produkt der Koeffizienten nennt man Determinante. Im weiteren Sinne bezeichnet die Determinante die Differenz dieser Produkte. Bei den 2-2-Systemen gibt es 3 mögliche Determinanten.
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Determinante D         
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Determinante D 1      
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Determinante D 2      
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Mit diesen Differenzen kann das Gleichungssystem gelöst werden.
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Diese Rechenregel nennt man nach Gabriel CRAMER (1704-1752) auch Cramer Regel.

Für die Determinanten D, D 1, D 2 gibt es drei Lösungsmöglichkeiten.

a) D ist ungleich 0
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Dann hat das System eine eindeutige Lösung.

b) D ist gleich 0, aber D 1 oder D 2 ist ungleich 0
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Dann hat das System keine Lösung.

c) Alle drei Determinanten sind gleich 0
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Dann hat das System unendliche viele oder keine Lösung, bestimmt aber keine eindeutige Lösung.
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Beispiel 14
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Zu beachten ist bei der Cramer Regel die Vorzeichen der Koeffizienten und der Werte der rechten Seiten der Gleichungen. Insbesondere, wenn die Koeffizienten b und d negativ sind, dann entsprechen die Minus-Rechenzeichen der Gleichung den Vorzeichen. Außerdem muss ein fehlender Koeffizient immer als 1 gerechnet werden.

In der Excel 97 Datei Lineare Gleichungs-Systeme (2) können Rechnungen mit 2-2-Systemen und mit der Cramer-Regel ausprobiert werden.

Auf der nächsten Seite befindet sich ein Koordinatensystem als Vorlage. Die x - und y - Achsen können gegeneinander verschoben werden.
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