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Quadraturen der Zahlen 1 bis 10

Als Quadratur bezeichnet man allgemein die Fläche einer geometrischen Figur. In der Geschichte der Geometrie gibt es viele Aufgaben und Probleme, bei denen Flächeninhalte von verschiedenen geometrischen Figuren ineinander umgerechnet werden. Dafür wird auch der Begriff eine Quadratur finden verwendet. 

Die bekannteste Quadratur-Aufgabe ist die Umwandlung eines Kreises in ein flächengleiches Quadrat. Sie ist eine der drei berühmtesten Mathematikaufgaben der Antike. Auch die Integralrechnung begründet sich auf Quadraturen, die hier aber meist einfach als Flächeninhalte oder Integrale bezeichnet werden. Im Grunde werden hier Flächeninhalte berechnet, die von Kurvenlinien begrenzt werden. Auch die Integralrechnung hat ihre Vorläufer. So ermittelte ARCHIMEDES eine Beziehung zwischen dem Flächeninhalt eines Parabelstückes und einem Dreieck. HIPPOKRATES zeichnete eine geometrische Figur, die bekannt ist als die "Monde des Hippokrates". Sie zeigt die Quadratur von Kreisbogen-Zweiecken. 

Man kann auch eine Zahl als Quadratur oder Fläche ansehen. So ist die Zahl 12 die Fläche eines Rechtecks mit den Seitenlängen 3 und 4. Die Zahlen brauchen dabei keine Maßeinheit, sondern sind einfache Maßzahlen. Man kann sich jede Zahl als Rechteck vorstellen, die Quadratzahlen als Quadrate. Allgemein gesagt:  Jede  Zahl kann als Polygon dargestellt werden. Das sind geometrische Figuren, die mindestens 2 Ecken haben.

Auch Primzahlen können als Rechtecke dargestellt werden. Ihre Seitenlängen sind jedoch nicht ganzzahlig, ihre Konstruktion daher etwas schwieriger.

Im folgenden sollen die Ziffern 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9 und die 10  als Quadrate konstruiert werden. Dabei werden Konstruktionen gezeigt, die nicht unbedingt die einzig möglichen Konstruktionen sein müssen.
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Das Quadrat 1

Grundlage der Quadraturen ist das Quadrat mit der Fläche 1. Es hat die Seitenlänge 1, denn das Quadrat von 1 ist 1, und die Wurzel aus 1 ist ebenfalls 1. Wenn es dieses elementare Quadrat in unserer Welt nicht gäbe, könnten wir sehr viele mathematische Rechnungen gar nicht ausführen - oder sie blieben uns erspart.

Das Quadrat 1
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Auch bei diesem und den folgenden Quadraten haben die Seitenlängen keine Maßeinheiten. Man kann im Prinzip jede beliebige Länge für eine Seite wählen. Entscheidend ist, dass die anderen Seiten exakt genauso lang sind. Außerdem sollten das Quadrat und daraus folgende Quadrate auf die Zeichenfläche passen. Deswegen werden im folgenden verschiedene kleinere Quadrate 1 verwendet.
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Das Quadrat 2

Zeichnet man in das Quadrat 1 die Diagonale, dann erhält man eine Strecke, die genau 
[image: image1.wmf]2


lang ist. Das kann man nachrechnen mit Hilfe des Satz des PYTHAGORAS. Diese Entdeckung war seinerzeit in der Antike spektakulär. Demnach kann man diese Strecke als Seite für das Quadrat 2 verwenden. 

Das Quadrat 2
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Bei dieser Konstruktion werden lediglich Punkte durch gerade Linien miteinander verbunden (Diagonale), Senkrechte errichtet (Seiten) und Kreise oder Kreisbögen gezeichnet. Man kann auch sagen, es werden nur elementare Konstruktionen ausgeführt. Dagegen werden keine Strecken oder Winkel gemessen. Dies ist eine wichtige Forderung bei der Konstruktion von Quadraturen. 
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Das Quadrat 3

Wenn man die Seitenlängen der Quadrate 1 und 2 hat, könnte man die Seitenlängen addieren und die Summe als neue Seitenlänge verwenden. 





Aber die Summe von 
[image: image2.wmf]1

  und  
[image: image3.wmf]2

 ist nicht gleich  
[image: image4.wmf]3

. In der Zeichung sieht man schon mit bloßem Auge, dass das größte Quadrat nicht genau dreimal so groß ist wie das kleinste. 
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Das Quadrat 3 kann man mit Hilfe eines gleichseitigen Dreiecks konstruieren. Im gleichseitigen Dreieck gibt es eine Beziehung zwischen der Dreiecksseite a und der Höhe h
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Demnach ist die doppelte Länge der Höhe h gleich  
[image: image6.wmf]3

 und kann als Seite des Quadrates 3 verwendet werden.

Das Quadrat 3
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Das Quadrat 4

Das Quadrat 4 ist natürlich doppelt so groß wie das Quadrat 2. Hier kann man die Seitenlänge des Quadrats 2 einfach verdoppeln. Genauso kann man 4 Quadrate 1 zu einem Quadrat anordnen.

Das Quadrat 4
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Das Quadrat 5

Die Seitenlänge des Quadrats 5 erhält man aus zwei Quadraten 1 mit Hilfe des Satz des PYTHAGORAS. Legt man zwei Quadrate 1 nebeneinander und zeichnet die Diagonale durch beide Quadrate, dann ergibt sich für diese Diagonale eine Länge von 
[image: image7.wmf]5


Das Quadrat 5
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Für die Quadrate 6 bis 10 wird nun eine andere Konstruktionsweise verwendet. Sie beruht auf  einer Beziehung zwischen der Grundseite und der Höhe im rechtwinkligen Dreieck.
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Diese Beziehung heißt der Höhensatz im rechtwinkligen Dreieck.




Mit p und q werden allgemein die beiden Abschnitte der Grundseite des rechtwinkligen Dreiecks bezeichnet, die durch den Fußpunkt der Höhe gebildet werden. Das Quadrat mit der Seitenlänge h kann ebenfalls nur mit Zirkel und Lineal konstruiert werden, wobei das Lineal keine Maßeinteilung hat, sondern nur die gerade Verbindung zwischen zwei Punkten darstellt.

Faßt man p und q als die beiden zusammenstoßenden Seiten eines Rechtecksauf, dann kann man im Prinzip jedes Rechteck über den Umweg eines rechtwinkligen Dreiecks in ein flächengleiches Quadrat verwandeln.
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Die Quadrate 6, 7, 8, 9, 10

Nun braucht man für p und q nur entsprechende Faktoren der Ziffern 6, 7, 8, 9 und der 10 zu suchen und kann das Rechteck in das entsprechende Quadrat verwandeln.

Beispiel:

Beim Quadrat 6 sind p = 2 und q = 3.

Das Quadrat 6
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