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Winkelfunktionen (1)

Diese Datei gibt eine Einführung in die Winkelfunktionen (trigonometrische Funktionen).

Auf der nächsten Seite sind Stichwörter angegeben, die mit den entsprechenden Textstellen verlinkt sind. Über die Symbolleiste "Web" und den "Zurück-Pfeil" gelangt man zum Stichwort zurück. Oft gehören zu einem Stichwort  mehrere Seiten Text.

Zu dieser Datei gibt es eine Power-Point 97 Datei mit vier Folien: Darstellungen der Winkelfunktionen 
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Stichwörter (anklicken)

Was Winkelfunktionen sind
Welche Winkelfunktionen es gibt
Warum es sich um Funktionen handelt
Eigenschaften von Winkelfunktionen am Beispiel der Sinusfunktion
Werte von Winkelfunktionen für häufige Winkel
Periodische Wiederholung der Winkelfunktions-Werte
Graphische Darstellung
Praxisbeispiel der Tangensfunktion
Beziehungen zwischen Winkelfunktionen
Additionstheoreme (Funktionen von Winkelsummen u. -differenzen)
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Was Winkelfunktionen sind

Winkelfunktionen gehören zu den häufigsten mathematischen Anwendungen. Auch bei der Beschreibung physikalischer Zusammenhänge spielen sie eine wichtige Rolle.

Winkelfunktionen haben ihren Namen daher, weil ihre Gesetzmäßigkeiten am rechten Winkel auftreten. Sie heißen auch trigonometrische Funktionen. Das kommt von der Bezeichnung Trigon für das Dreieck her.

Winkelfunktionen kann man sich gut am rechtwinkligen Dreieck vorstellen. Dabei wird das rechtwinklige Dreieck in einen Kreis eingezeichnet. (Dieser Kreis heißt auch Einheitskreis, weil sein Radius gedanklich mit einer Einheit , oder kurz mit 1 festgelegt wird.)

Einheitskreis mit eingezeichnetem rechtwinkligen Dreieck
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Der Winkel am Mittelpunkt ist  = alpha (sprich: alfa). Die beiden kurzen Seiten des rechtwinkligen Dreiecks heißen Katheten, die längste Seite heißt Hypotenuse. Seite b heißt Ankathete (weil sie an dem Winkel  liegt). Die Seite a heißt Gegenkathete (weil sie  gegenüber liegt). 
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Der von a und b eingeschlossene Winkel ist immer ein rechter Winkel. (Winkelfunktionen gelten nur im rechtwinkligen Dreieck.) Die Hypotenuse ist zugleich Radius des Kreises.

Der Kreis kann in 4 gleichgroße Kreissektoren geteilt werden, die man auch Quadranten nennt. Jeder Quadrant entspricht 90° (Grad). Die Quadranten werden wie in der Zeichnung mit Zahlen bezeichnet, meistens mit römischen Ziffern. (Über die Messung und die Maßeinheiten von Winkeln sollte man sich gesondert informieren.)

Diese Zeichnung mit Kreis und Dreieck sollte man sich einprägen, denn damit kann man sich die Winkelfunktionen besser vorstellen.
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Welche Winkelfunktionen es gibt

Es gibt 4 wichtige Winkelfunktionen (alle anderen lassen sich daraus ableiten).

· Sinus

· Kosinus

· Tangens

· Kotangens

Diese Winkelfunktionen ergeben sich aus vier einfachen Rechnungen am rechtwinkligen Dreieck, es werden stets zwei Dreieck-Seiten in ein Verhältnis gesetzt und dem Winkel  zugeordnet. Daher auch die Bezeichnung Winkelfunktion im engeren Sinn.
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Tangens    
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Oft wird verkürzt auch vom Sinus, Kosinus, Tangens oder Kotangens des Winkels  gesprochen.
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Bei den Winkelfunktionen werden also im Grunde Strecken dividiert. Weil sich die Maßeinheiten wegkürzen, haben Winkelfunktionen keine Maßeinheiten, es sind Verhältniszahlen.

Warum es sich um Funktionen handelt

Eine Funktion ist eine Abbildung einer Größe oder eines Wertes auf eine andere Größe oder anderen Wert. Einem Wert wird ein ganz bestimmter anderer Wert zugeordnet. So kann einer natürlichen Zahl ihre Quadratzahl zugeordnet werden, z.B. 6 und 36.

Auch bei den Winkelfunktionen erfolgt eine Zuordnung. Dem Wert des Winkels  wird ein Quotient (aus den Seiten) zugeordnet. Das soll am Beispiel der Sinusfunktion gezeigt werden.










In die Formel für die Sinusfunktion    
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Gegenkathete a verschiedene Werte eingesetzt werden.  

Demnach kann die Gegenkathete minimal 0 sein und maximal genauso lang wie die Hypotenuse. Setzt man einen beliebigen Wert für die Hypotenuse ein, dann muss der Quotient also einen Wert zwischen 0 und 1 annehmen. Dabei ist jeder reelle Wert möglich, also auch beliebige Dezimalbrüche. (Die Werte für Winkelfunktionen sind fast ausschließlich nicht ganzzahlig.)

Man kann sich merken: Alle Werte von Winkelfunktionen liegen zwischen 0 und 1 (bzw. -1).
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Man kann sehen, dass es eigentlich egal ist, wie lang Katheten und Hypotenuse in Wirklichkeit  sind. Man weiß, dass eine Kathete immer kürzer sein muss als die Hypotenuse. Weiter steht fest, dass der Winkel  einen Wert zwischen 0 und 90° haben muss (jedenfalls im 1.Quadranten).

Nun wird auch klar, warum man einen Einheitskreis mit dem Radius 1 verwendet. Unabhängig davon, wie groß Katheten und Hypotenuse in Wirklichkeit ist, kann man die Sinusfunktion am Einheitskreis berechnen. Wenn der Winkel  beispielsweise 45° ist, dann kann die Hypotenuse beliebig lang sein, aber die Sinusfunktion hat immer ein und denselben Wert.
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So wie man den Sinus von 45° anhand des Einheitskreises berechnen kann, kann man auch alle anderen Funktionswerte für Winkel zwischen 0° und 90° ermitteln, allerdings nicht immer so einfach.
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Entscheidend ist die Einsicht, dass die Werte der Winkelfunktion nur von der Größe des Winkels  abhängen und nicht von der wirklichen Länge der Dreiecksseiten im Einzelfall.

Diese Gesetzmäßigkeit kann man auch durch Anschauung der Gesetzmäßigkeiten bei ähnlichen Dreiecken verdeutlichen.








Wenn der Winkel gleich groß bleibt, dann können sich die Seiten des Dreiecks beliebig verändern. Die Verhältnisse zwischen den Seiten (also auch die Quotienten) bleiben immer gleich, weil sich die Längen stets proportional ändern. (siehe auch: Strahlensätze)

Aufgrund dieser Proportionalität kann man allgemeingültige Tabellen2 für die Werte von Winkelfunktionen erstellen. 

Anhand der Zeichung sieht man auch, dass diese Gesetzmäßigkeit für alle Winkelfunktionen zutrifft. 
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Eigenschaften von Winkelfunktionen am Beispiel der Sinusfunktion

Das rechtwinklige Dreieck kann natürlich nicht nur im 1.Quadranten eingezeichnet werden, sondern in allen 4 Quadranten. Ein Eckpunkt des Dreiecks Pn befindet sich immer auf der Linie des Kreisumfangs. Dieser Eckpunkt ist identisch mit dem Strecken-Endpunkt des Radius (der andere Radius-Endpunkt ist der Mittelpunkt).













Man kann den Punkt P gedanklich auf der Kreisbahn umlaufen lassen, und zwar linksherum angefangen bei 0°. Damit bewegt sich die Hypotenuse / der Radius wie der große Uhrzeiger entgegen dem Uhrzeigersinn. 

Dabei wird der Winkel  immer größer; er beginnt bei 0° im 1.Quadranten, durchläuft 90°, 180°, 270° und kommt schließlich bei 360° wieder am Ausgangspunkt an. Damit ist der Vollkreis einmal durchlaufen.

Ebenso kann das ganze rechtwinklige Dreieck alle vier Quandranten durchwandern. In jedem Quadrant können alle Winkelfunktionen ermittelt werden. Für jeden Punkt P der Kreisbahn kann ein Sinuswert ermittelt werden und damit kann der gesamte Kreisumfang zahlenmäßig beschrieben werden.

Die Frage ist, welchen Einfluss es auf das rechtwinklige Dreieck und damit auf die Winkelfunktionen hat, in welchem Quadranten es sich befindet?
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Bei der Bewegung des Punktes P zeigt sich, dass sich die Sinuswerte wiederholen. So haben die Punkte P1 und P3 denselben absoluten Sinuswert, nur entgegengesetzte Vorzeichen.

Die Sinusfunktion hat eine Art Symmetrie. Für die Quadranten 1 und 2 ergeben sich folgende Werte für ausgewählte Winkel.
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Für den 3. und 4. Quadranten ändern sich lediglich die Vorzeichen, die absoluten Werte bleiben diesselben. 

Dasselbe gilt für die anderen Winkelfunktionen.

Tabelle für Werte von Winkelfunktionen für häufige Winkel1
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Es werden stets die Winkelfunktions-Werte der Winkel zwischen 0° und 360° berechnet, weil sich alle größeren Winkel darauf zurückführen lassen. Genaugenommen werden sogar nur die absoluten Werte  für die Winkel zwischen 0° und 90° berechnet. Ermittelt man mit Taschenrechner den Sinuswert für 20211, dann erhält man den Sinuswert für 51°. Man kann sich merken:

Alle Winkelfunktionen liefern die absoluten Werte der Winkelfunktionen für Winkel zwischen 0° und 90°.

Periodische Wiederholung der Winkelfunktions-Werte

Die quasi symmetrische Bewegung der Winkelfunktion durch die vier Quadranten kann auch als periodische Bewegung interpretiert werden. Lässt man den Punkt P gedanklich auf der Kreisbahn laufen, dann erhält man nach einer bestimmten Periode stets wieder denselben Funktionswert.

Es ist das Merkmal von vielen Bewegungsabläufen in der Physik, dass sie periodisch sind. Zur Beschreibung solcher Vorgänge ist die Sinusfunktion hervorragend geeignet. 

Besonders markante Beispiele für solche "Sinus-Vorgänge" sind Drehbewegungen.  Die Bewegung einer Spule in einem Elektromotor kann mit der Sinusfunktion beschrieben werden.  So berechnet man die Spannung in einem Generator (Dynamo) mit der Formel:
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Die Winkelfunktionen treten bei diesen und ähnlichen Formeln als Proportionalitäts-Faktor auf. 

Die Winkelfunktionen haben für die Berechnung physikalischer Sachverhalte eine enorme Bedeutung. Es zeigt sich, dass die Struktur der Materie der uns bekannten physikalischen Welt mit den Gesetzmäßigkeiten der Winkelfunktionen adäquat beschrieben werden kann.
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Graphische Darstellungen

Eine Darstellung der 4 Winkelfunktionen in einer Power-Point Datei  kann man anfordern bei: mathefuchs@gmx.de
Die Winkelfunktionen werden sehr oft in einem kartesischen Koordinatensystem (mit x- und y-Achse) dargestellt und zeigen dort einen typischen Kurvenverlauf (Graph).

Der bekannteste Graph ist wahrscheinlich die Sinuskurve
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In dieser Funktionskurve spiegelt sich der Einheitskreis mit seinen vier Quadranten wider.






Die Werte vom Kreisumfang werden in ein kartesisches Koordinatensystem transformiert. Alle x-Werte der Sinuskurve liegen zwischen 0 und 2 . Das ergibt sich aus folgendem Zusammenhang. 
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Die Formel für den Kreisumfang lautet
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Damit kann praktisch auch jeder Bruchteil des Umfangs dargestellt werden, indem die entsprechenden Bruchteile von  genommen werden.  Man kann den Winkelgrad zwischen 0° und 180° auch ausdrücken durch  den entsprechenden Bruchteil von  .  Jedem Winkel  entspricht dann als  x-Wert (Funktions-Argument) ein Bruchteil von .

0°
30°
45°
60°
90°
120°
135°
150°
180°

0

[image: image54.wmf]p

6



[image: image55.wmf]p

4



[image: image56.wmf]p

3



[image: image57.wmf]p

2



[image: image58.wmf]2

3

p



[image: image59.wmf]3

4

p



[image: image60.wmf]5

6

p



[image: image61.wmf]p



Diese Aufteilung von   bezw 2  gilt für die Werte aller Winkelfunktionen.
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Winkelfunktion in der Praxis am Beispiel des Tangens

Um zu sehen, wie Winkelfunktionen in der Wirklichkeit auftreten können, eignet sich auch die Tangensfunktion als Beispiel. Die Tangensfunktion hat am rechtwinkligen Dreieck die Formel
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Mit der Tangensfunktion kann jede Art von Steigung / Gefälle beschrieben werden.








Wenn auf Verkehrsschildern Steigungen oder Gefälle in Prozent angegeben sind, dann werden diese Werte ermittelt, indem die Höhe durch die Länge dividiert wird. Das Ergebnis (als Dezimalbruch statt Prozent) entspricht dem Tangens des Winkels .  

Natürlich könnte man auch den Sinus des Winkels berechnen. Die Frage ist aber, welche praktische Bedeutung dieser Wert hätte.
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Im Wort Tangens steckt das Wort Tangente. Eine Tangente ist eine  Gerade, die einen Kreis genau in einem Punkt auf dem Umfang berührt. Tatsächlich spielt die Tangensfunktion in diesem Zusammenhang eine Rolle. Das in der Differentialrechnung verwendete Steigungsdreieck, auf dem im Grunde die Differentialrechnung beruht, ist in seiner Grundform ein einfaches rechtwinkliges Dreieck, bei dem der Tangens des Winkels  ermittelt wird.







Noch wichtiger für die mathematische Berechnung ist das Steigungsdreieck bei einer Funktionskurve, z.B. bei der Parabel einer quadratischen Funktion.
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Beziehungen zwischen den Winkelfunktionen
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Hinweis:   
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Additionstheoreme:  Funktionen von Winkelsummen und -differenzen
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4. Quadrant
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Das Dreieck kann verändert werden, indem der Winkel  größer oder kleiner wird.





Wenn sich der Winkel ändert, dann ändern sich auch die Längen der Katheten.





Man sollte sich zunächst genau ansehen, wie sich die Katheten ändern.








Die Hypotenuse bleibt immer gleich; sie entspricht dem Radius des Kreises.
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Wenn  = 45° ist, dann sind die beiden Katheten gleich lang. Dann ist die Hypotenuse die Diagonale eines Quadrates. Die Länge dieser Diagonale ist immer funktionell abhängig von der Quadratseite. Es gilt nämlich:








Diese Formel gilt immer und ergibt sich aus dem Satz des Pythagoras.





Dann kann man erkennen, dass auch der Sinus des Winkels = 45° stets denselben Wert haben muss.
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Steigungsdreieck im Punkt P
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Mit dem Tangens des Winkels  kann der Tangente ein ganz bestimmer Wert zugeordnet werden.





Tangente im Punkt P
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Die Hypotenuse entspricht dem Radius des Kreises. Damit kann man mittels der Hypotenuse und dem Winkel  jedem Punkt P auf dem Kreisumfang einen eindeutigen Wert zuweisen. 
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Weil die Hypotenuse immer gleich bleibt, genügt letztlich der Winkel , um jedem Punkt auf dem Kreisumfang eindeutig festzustellen.
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2 (Weil es also nur Werte für Winkelfunktionen zwischen 0 und 1 gibt, kann man diese Werte in Tabellen aufschreiben. Solche Tabellen waren bis zur Erfindung des Taschenrechners gebräuchlich und sind in alten Schulbüchern noch zu finden. Der Umfang solcher Tabellen richtet sich danach, wie groß die Schrittweite zwischen zwei Winkelgraden gewählt wird. So liefert der Taschenrechner für den Sinus von 51° = 0,7771..., für Sinus 52° = 0,788.... Zwischen 51° und 52° liegen natürlich tatsächlich unzählige Zwischenwerte. Je nachdem, wieviele solche Zwischenwerte aufgeführt sind, so umfangreich sind die Tabellen gewesen. Heute sind die Tabellen überflüssig geworden. Wer sich für Mathematik interessiert, sollte sich so eine Tabelle ruhig mal anschauen, weil man die Größenverhältnisse der Winkelfunktionen gut überschauen kann.) 





1 Die Kotangensfunktion ist hier nicht mit aufgeführt, weil sie der Kehrwert des Tangens ist.
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