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Das folgende Kreuz lässt sich in vier gleiche Teile zerlegen. Die Teile lassen sich zu einem Quadrat zusammenlegen.

Abbildung 1


Diese Zerlegung ist deshalb so interessant, weil fünf gleich große Quadrate in vier gleich große Teile aufgeteilt werden können, und diese vier Teile wiederum ein Quadrat ergeben.

Das innere Quadrat des Kreuzes kann in vier kleinere Quadrate zerlegt werden. Dann wird zu jedem der vier äußeren Quadrate ein Viertel des inneren Quadrates addiert. Nach dem Satz des Pythagoras gilt:
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Die Summe von zwei Quadraten ergibt also stets auch ein Quadrat. Wie kann diese Addition aber geometrisch konstruiert werden, wie kann man zwei Quadrate mit Zirkel und Lineal in ein größeres Quadrat verwandeln? 
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Um zu erkennen, dass das Kreuz tatsächlich einem Quadrat entspricht, kann man es anders als in Abbildung 1 zerlegen. Dazu werden die fünf Quadrate des Kreuzes gedanklich in jeweils vier Quadrate zerlegt. Das ergibt zusammen 20 Quadrate mit der Seitenlänge 1. Ein Quadrat mit der Seitenlänge 1 und dem Flächeninhalt 1 wird auch Einheits-Quadrat genannt.

Abbildung 2


Jeweils fünf dieser Einzelquadrate können zu einer Fläche zusammengefasst werden. Damit kann zunächst gezeigt werden, dass eine geometrische  Figur mit fünf Teilen in eine kongruente Figur (gleiche Fläche und gleiche Form) mit vier Teilen umgewandelt werden kann.

Abbildung 3
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Allerdings können die vier Teile in dieser Form nicht einfach zu einem Quadrat angeordnet werden. Daher muss an dem ursprünglichen Kreuz eine Veränderung vorgenommen werden.

Man kann beweisen, dass die beiden Schnitt-Linien, die das Kreuz teilen, gleich lang sind. Demnach kann man ein Quadrat einzeichnen, dessen Seite genauso lang ist wie eine Schnitt-Linie.

Abbildung 4






Nun sieht man, dass die Ecken ABCD des Quadrats auf den Ecken des Kreuzes liegen. Aber man muss auch beweisen können, dass es so ist.
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Dafür wird nochmals die Aufteilung des Kreuzes in 20 Quadrate betrachtet.

Abbildung 5







Die Strecke EF ist genauso lang wie die Strecke FG, denn beide Strecken sind die Diagonalen durch gleich große Rechtecke.

Auch die Strecke ED ist genauso lang wie EF. Damit sind die Strecken ED und EF der Radius eines Kreises und die Punkte D und F liegen beide auf dem Kreisbogen.
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Man kann ebenso beweisen, dass das rote Dreieck genauso groß ist wie das blaue Dreieck.

Abbildung 6


Von den roten Dreiecken gibt es vier Stück, die auf dieselbe Weise in die leeren Flächen innerhalb des Quadrates eingepasst werden können.

Abbildung 7
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Nun muss das entstandene Quadrat noch in geeigneter Weise in vier gleich große Teile geteilt werden, die anders zusammengelegt wieder das Kreuz ergeben.  Dabei sieht man, dass das blaue Dreieck und das rote Dreieck wieder gleich groß sind. 

Abbildung 8





Im Unterschied zu den vier blauen Dreiecken haben die roten Dreiecke den Mittelpunkt des Quadrates gemeinsam. Daher kann man das Quadrat entlang der kurzen Seiten der roten Dreiecke in vier gleiche Teile zerlegen.

Abbildung 9
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Nun kann noch die Umwandlung des Kreuzes in das Quadrat und dessen Zerlegung rechnerisch ermittelt werden.

Abbildung 10






Es wurde bereits festgestellt, dass bei der Umwandlung des Kreuzes in das Quadrat das blaue Dreieck viermal als rotes Dreieck in das Quadrat eingefügt wird.

Das rote Dreieck ist rechtwinklig, seine längste Seite c (Hypotenuse) ist gleich der Hälfte der Quadratseite.

Das Kreuz hatte einen Flächeninhalt von 20 mal 1 (Einheitsquadrat). Die Seite c kann man mit dem Satz des Pythagoras berechnen.
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Das ist die halbe Quadratseite. Damit ist der Flächeninhalt des Quadrats gleich
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