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6. Evaluadion medicion g 2

Errores de medicidn. Precision y exactitud. Cifras significativas. Errores absolu-
tosy relativos. Histogramas. Errores sistematicos y accidentales. Propagacion de
errores. Eleccion de instrumentos de medicion.

11— Introduccién

Una magnitud fisica es un atributo de un cuerpo, un fendbmeno o una sustancia, que
puede determinarse cuantitativamente, es decir, es un atributo susceptible de ser medido. En
genera, usamos estos términos para describir magnitudes como la longitud, la masa, la poter+
cia, la magnetizacion; y en particular, cuando definimos un objeto especifico a medir, por
gemplo, lalongitud de una barra, la potencia de un motor, la magnetizacion dd hierro, etc. A
veces se usad término mesurando paradesignar la cantidad que se desea medir.

Para establecer € vaor experimenta de un mesurando recurrimos a observaciones
redizadas con instrumentos de medicion usando métodos especificos; instrumentosy méto-
dos que no estan exentos de limitaciones. Aun mas, nuestras propias observaciones —
dependientes de nuestra habilidad y pericia— arrojaran resultados asmismo imperfectos. Es
importante en ciencias establecer en toda medicion las cotas dentro de las cuaes confiamosen
gque esé contenido € resultado de medicion de la magnitud cuyo vaor buscamos.
Gréficamente, queremos dar como resultado de unamedicion un intervalo X-DX £ X £ X+ DX
como € de la Figura 1.1, donde esté centrado € vaor de la medicion de la magnitud X, y
rodeado por margenes establecidos bgo ciertas reglas |0 mas generdes posibles.

- | -
L I I
X-DX X X+D

\/

<V

Figura 1.1. Intervalo asociado a resultado de una medicion. Notamos que, en
vez de dar un Unico nimero, definimos un intervalo. El semiancho ddl intervalo
(DX) se denomina laincertidumbre de la medicion (ver texto).
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Lanecesidad de indicar un rango de valores como resultado de una medicion, en vez
de un Unico vaor, esta asociada con lanaturd imposicion de las limitaciones que instrumentos,
métodos de medicidn y observador u observadores introducen en @ proceso de medicion.
Por consiguiente, es necesario establecer un margen de aceptacion dd resultado de medicion
y para €llo se introduce @ concepto de incertidumbre. Tradiciondmente, & concepto de in-
certidumbre de una medicion esté asociado con d de error de medicidn. En ciencig, € cor+
cepto de eror, a su vez, tiene un significado diferente del uso habitua de este término. Colo-
quidmente, es usua & empleo dd término error como andogo o equivaente a equivocacion.
En cambio, & concepto de error de medicion tiene que ver, como se tratara de mostrar més
adelante, con ago inherente a todo proceso de medicion.

Por gemplo, cuando usamos un termémetro para medir una temperatura, parte del
calor del abjeto fluye a termdmetro (o viceversa) de modo que € resultado de la medicion es
un vaor modificado del origina debido a la inevitable interaccion que debimos redizar. Es
claro que esta interaccion podra o no ser sgnificativa. S estamos midiendo latemperatura de
un metro cubico de agua, la cantidad de cdor transferida a termometro puede no ser sgnifi-
cativa, pero s 1o serd seguramente S @ volumen en cuestidn es de una pequefia fraccion del
mililitro. Por otro lado, aln con ingtrumentos tan sofisticados y elaborados como nos esté
permitido usar, es posible que d objeto mismo a medir (magnitud fisica) no esté definido con
infinita precision. Imaginemaos que queremos medir € largo de unamesa; es posible que a usar
instrumentos cada vez mas precisos empecemos a notar lasirregularidades tipicas ddl corte, 0
d ir aun més dlg, finAmente detectaremos la naturdeza admica o molecular dd materiad que
la condtituye y es claro que en ese punto la longitud dejara de estar bien definida. En la practi-
ca, es posible que mucho antes de estos casos limites, |la fata de parddismo en sus bordes
haga que € concepto de la*“longitud de lamesa’ comience a hacerse cada vez menos defini-
do. Egte tipo de limitacion se denomina incertidumbre intrinseca o fata de definicion de la
magnitud en cuestion. Otro gemplo seria € caso en que se cuenta la cantidad de particulas
emitidas por una fuente radioactiva en 5 segundos, sucesivas mediciones arrojaran diversos
resutados (Smilares, pero en generd digtintos). En este caso, de nuevo, estamos frente a una
manifestacion de unaincertidumbre intrinseca asociada a esta magnitud, € nimero de particu-
las emitidas en 5 segundos, més que a la limitacidn de los instrumentos empleados o a obser-
vador.

1.2 — Algunos conceptos basicos

Otras fuentes de errores son las faltas de precison y exactitud de los ingrumentos.
La precision de un instrumento (o un método de medicion) esta asociada a la sensibilidad o
menor variacion de la magnitud que se pueda detectar con dicho instrumento. La minima can
tidad que puede medir directamente un instrumento se denomina su apreciacion nominal. Asi
decimaos que un tornillo micrométrico (con una gpreciacion nomina  de 10 mm) es mas preciso
gue una regla graduada en milimetros, o que un crondmetro es mas preciso que un reloj -

Fisica Creativa— S. Gil y E. Rodriguez 2



mun, etc. Por otro lado la exactitud de un instrumento (0 méodo de medicidn) estd asociado
alacdidad de la cdibracion del mismo. Por gemplo imaginemos que @ crondmetro que usa
mos es capaz de determinar la centésima de sgundo pero adelanta dos minutos por hora,
mientras que € reloj comln no lo hace. En este caso decimos que € crondmetro es todavia
mas preciso que € reloj coman pero menos exacto. La exactitud es una medida de la calidad
de la cdibracidn de nuestro instrumento respecto de patrones de medida aceptados interna-
ciondmente. En generd los instrumentos vienen cdibrados, pero dentro de ciertos limites. Es
deseable que la cdibracidn de un instrumento sea tan buena como la gpreciacion del mismo.
LaFgura 1.2 ilustra de modo esguemético estos dos conceptos.
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Figura 1.2. Edta figura ilustra de modo esquemético los conceptos de precision y
exactitud. Los centros de los circulos indican la posicién del “verdadero valor” del me-
surando y las cruces los valores de varias determinaciones del centro. La dispersion de
los puntos da una idea de la precision, mientras que su centro efectivo (centroide) esta
asociado a la exactitud. @) es una determinacion precisa pero inexacta, mientras d) es
Mas exacta pero imprecisa; b) es una determinacion més exactay més precisa; c) es

Menos precisa gque a).

1.3 — Una posible clasificacidon de errores

Exigten varias formas de clasificar y expresar |0s errores de medicidn. Segin su origen

los errores pueden clasficarse dd sguiente modo:
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Errores introducidos por el instrumento:

Error de apreciacion, S, § @ instrumento esta correctamente calibrado la in-
certidumbre que tendremos d redizar una medicion estard asociada a la minima divi-
sS6n de su escda o la minima divisén que podemos resolver con agun méodo de
medicion (gpreciacion). Notese que ro decimos que la incertidumbre de apreciacion
eslaminimadivisén dd insgrumento, Sno la minima divison que es discernible por €
observedor. La minima cantidad que puede medirse con un dado instrumento la de-
nominamos apreciacion nominal.

Error de exactitud, S g4 representa la incertidumnre (absoluta) con la que €
instrumento en cuestion ha sdo calibrado.

La interaccion del método de medicion con el objeto a medir. Esta
fuente de incertidumbre la representamos por g Su determinacion depende de la
medicion que seredizay su vaor se esima de un andis's cuidadoso ddd método usa
do.

Falta de definicion en el objeto sujeto a medicidn: como se dijo antes, las
magnitudes a medir no estén definidas con infinita precison. Con g designamos la
incertidumbre asociada con la falta de definicion del objeto a medir o su incertidumbre
intrinseca.

En generd, en un dado experimento, todas estas fuentes de incertidumbres estaran presentes,
de modo que resulta Util definir laincertidumbre de medicion nominal gpem, COMO:

2
nol

2

— 2 2 2
Spom = SaptSa TSin +S e (1.1)

Se desea determinar € didmetro del tronco de un abol y € &rea de su seccion

transversal. ¢Como procederiay cudes son las fuentes principales de incertidum-
bre en esta determinacion? Un método de redlizar esto podria consigtir en medir
el perimetro con una cinta métricay luego determinar € diametroy usar este var
lor paracacular € area. En este caso, la mayor fuente de incertidumbre proviene
de la definicion dd mesurando (é didmetro). Una forma de estimar laincertidum:
bre seria determinar |os valores méximos y minimos del didmetro usando una se-
rie de mediciones y tomar como Sgsmero 1@ SEmidiferencia de estos vaores,
Sdiametro= Y2 (Dmax - Dmin)-
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Seglin su caracter |os errores pueden clasificarse en ssteméticos, estadisticos e ilegi-
timos o espurios.

a) Sistematicos: dados por d sstema de medicion. Por gemplo piense
en un reloj que atrasa 0 addanta, en una regla dilatada, @ error de para-
lgje, etc. Los errores introducidos por estos instrumentos (o métodos i+
perfectos) afectardn nuestros resultados siempre en un mismo sentido. El
valor de geac Seria un gemplo de error sistemético pero desde luego no
son lo mismo, ni los errores de exactitud son |os Unicos responsables de
los errores sisteméticos. Imaginemos por gemplo € caso de una baanza
bien cdibrada que se usa para conocer € peso de las personas en los
centros comerciales u otros negocios, como es usud que las personas
(en publico) se pesen vedtidas, los valores registrados con estas balanzas
tendrén un error Sstemético por € peso de la vestimenta. La Gnica mane-
ra de detectarlos y corregirlos es comparar nuestras mediciones con
otros métodos dternativos y redizar una andisis critico y cuidadoso dd
procedimiento empleado. También es aconsgable intercalar en € proce-
so de medicion patrones confiables que permitan cdibrar € instrumento
durante lamedicion

b) Estadisticos: Son los que se producen a azar. En general son debi-
dos a causas multiples y fortuitas. Por gemplos, S nos equivocamos en
contar d numero de divisones en una regla, 0 estamos ma ubicados
frente d fid de una balanza. Estos errores pueden cometerse con igua
probabilidad por defecto como por exceso. Por tanto, midiendo varias
veces y promediando € resultado, es posible reducirlos considerable-
mente. Es a ete tipo de errores alos que cominmente hace referenciala
teoria (estadistica) de evaduacion de incertidumbres que formularemos
sucintamente en lo que sigue. Lo designaremos con geg;.

C) Errores ilegitimos o espurios: Imaginemos que deseamos calcu
lar e volumen de un objeto esférico y para élo determinamos su diame-
tro. S d introducir € vaor dd diametro en la formula, nos equivocamos
en @ numero introducido, o lo hacemos usando unidades incorrectas, 0
bien usamos una expreson equivocada de volumen, claramente habre-
mos cometido un error. Esta vez este error esta mas asociado a concep-
to convenciona de equivocacion. A este tipo de errores [0 designamos
como ilegitimo o espurios. A este tipo de errores tampoco se aplica la
teoria estadistica de errores y € modo de evitarlo congste en una eva-
luacion cuidadosa de |os procedimientos redizados en lamedicidn.
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Cuando se desea combinar los errores sisteméticos con los estadisticos, la pres-
cripcion usual es sumar |os errores absolutos en cuadratura, es decir sumar los cuadrados
de los errores y tomar laraiz cuadrada de este resultado, como lo indica la ecuacion (1.2).
S estamos midiendo una magnitud Z, d error find de Z, C¥, vendra dado por:

- 2 2 2 2 2 2 2
DZ—\/sei+smm—\/s(ﬂ+sap+sdd+smt+sm : (1.2

L as incertidumbres pueden asmismo expresarse de distintos modos, a saber:

Incertidumbre absoluta: esd vdor de la incertidumbre combinada (ec.
1.2). Tiene las mismas dimensiones que la magnitud medida y es conveniente
expresarla con las mismas unidades de ésta. Asi S Z eslamagnitud en estudio,
Z esd meor vaor obtenido y DZ su incertidumbre absoluta. El resultado
Se expresa adecuadamente como:

Z=7+tD7 (1.3)

El sgnificado de esta notacion es equivalente a decir que seguin nuestra medi-
cion, con cierta probabilidad razonable P, (usuamente & Py =0.68) € vaor de

Z esta conterido en d intervalo ( Z -Dz, Z +DZ), o sea:

Z-DZ<Z <Z+DZ. 1.4
esequivdentea

P(Z-DZ <Z <Z+DZ)=p,, (1.5

gue significa que la probabilidad que d mejor estimador de Z esté comprendido
entre Z-DZ y Z +DZ esigud a,. El vaor de P, se conoce con & nombre de
coeficiente de confianza y los vdores (Z - DZ , Z + DZ) determinan un inter-
valo de confianza paraZ.

Incertidumbre relativa: €, esd cociente entre laincertidumbre absoluta
y & mgor vaor delamagnitud, e, =DZ /Z .

Incertidumbre relativa porcentual: €, %, eslaincertidumbre relativa
multiplicada por 100.
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Imaginemos que medimos & espesor de un dambre (cuyo diametro esd » 3mm)y
au longitud (L » 1 m) con lamismaregla graduada en mm. Es claro que los errores
absolutos de medicion, dados por la apreciacion del instrumento, es en ambos casos
la misma (Od=D0L=1 mm), Sn embargo resulta evidente que la determinacion de la
longitud es mucho mejor que la de su diametro. El error relaivo (porcentud) reflga
edta diferencia, ya que para € caso dd diametro su valor es 4% » 30% y parad
caso de lalongitud tenemos e % » 0.1%.

1.4 — Cifras significativas

Cuando redlizamos una medicidn con una regla graduada en mm, esta claro que S Somos
cuidadosos, podremos asegurar nuestro resultado hasta la cifra de los milimetros, o en € me-
jor de los casos con una fraccion del mm pero no més. De este modo nuestro resultado po-
dria ser por gemplo L = (95.2 £ 0.5) mm o bien L = (95 + 1) mm. En & primer caso deci-
mMaos que nuestra medicion tiene tres cifras ggnificativas y en d segundo solo dos. El nimero
de cifras dgnificativas es igud a nimero de digitos contenidos en d resultado delamedicion
gue estan alaizquierda del primer digito afectado por € error, incluyendo este digito. El pri-
mer digito, 0 sead que etdmés alaizquierda, es € més significativo (9 en nuestro caso) y €
ultimo (més a la derecha) € menos sgnificativo ya que es en que menos seguridad tenemos.
Notese que carece de sentido incluir en nuestro resultado de L mas cifras que aguella en don-
de tenemos incertidumbres o sea donde cae d error (més cifras de las que son significetivas).
No es correcto expresar un resultado para L como (95.321 £1) mm, yaque S tenemos in-
certidumbre del orden de 1 mm, ma podemos asegurar € vaor de las décimas, centésmas 'y
milésmas dd mm. S d vdor de L proviene de un promedio y € error es del orden del mili-
metro, se debe redondear € digito donde primero cae € error.

Es usud expresar las incertidumbres con una sola cifra significativa, y solo en casos
excepciondes y cuando existe fundamento para elo, se pueden usar més. También es usud
consderar que laincertidumbre en un resultado de medicion cae en la dltimacifra, S esque no
se laindica explicitamente. Por gemplo, S sdlo disponemos de la informacion que una longi-
tud es L = 95 mm, podemos suponer que laincertidumbre es del orden del milimetro y, como
dijimos antes, d resultado de L tiene dos cifras Sgnificativas.

Una posible fuente de ambigliedad se presenta con @ nimero de cifras sgnificativas
cuando se hace un cambio de unidades. Por gemplo, s en € Ultimo gjemplo deseamos expre-
sar Len mm, @ resultado seria L = (95000+1000) mm. ¢Cuéntas cifras significativas tene-
mos en este resultado? Claramente dos, igua que antes, ya que la Ultima cifra sgnificaiva
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sgue sendo 5. Sin embargo, s no indicamos explicitamente la incertidumbre de L, es dificil
saber cuantas cifras significativas tenemos. Nétese que 95 mm 1 95000 mm, yaque € primer
resultado tiene sdlo dos cifras significativas mientras € segundo tiene 5 (a propdsito compare
los costos de los insrumentos para redizar estas dos clases de determinaciones). Para evitar
estas ambiguiedades se emplea la notacion cientifica. En este caso si podemos escribir la s-
guiente igualdad: 9.5 x10" mm = 9.5 x 10* mm. Notemos que los niimeros en ambos miem-
bros de la igualdad tienen igud nimero de dfras dgnificativas, la Unica diferencia eta en las
unidades usadas.

1.5 — Histogramas y distribucién estadistica

Consderemos d siguiente giemplo, imaginemos tener una poblacion de personas de una
dada ciudad y queremos andizar como se didtribuyen las estaturas de la misma. Para llevar
addlante este estudio podemos medir la dtura de todos los individuos de la poblacion, o bien
tomar una muestra representativa de la misma, a partir de la cud inferimos las caracteristicas
de la poblacion. Esta clase de estudio es un tipico problema de estadistica. Consideremaos que
tomamos una muestra de tamafio N y para la misma medimos las dturas de cada individuo,
esta medicion dara N resultados. Xg, Xo, Xs, ..., Xy.  TOdOS estos datos estaran comprendidos
en un intervalo de aturas (Xmin, Xmax). Una manera (til de visudizar las caracterigticas de este
conjunto de datos consiste dividir € intervao ( Xmin, Xmax) €N m subintervaos iguaes (0 no),
delimitados por los puntos (Y1, Y2, Vs, ..., Ym) que determinan lo que llamaremos € rango de
clases. Seguidamente, contamos € nimero Ny de los individuos de la muestra estén en €
primer intervalo [Y1, Y-), & nimero N; de losindividuos de lamuestraestan en e primer inter-
velo [V, V), c. hasta d subintervalo M. Aqui hemos usado la notacion usud de usar cor-
chetes, [...], paraindicar un intervalo cerrado (incluye a extremo) y paréntesis comunes,
(...), para denotar un intervalo abierto (excluye @ extremo). Con estos vaores definimos la
funcion de digtribucion fj gue se define para cada subintervaosj como:

fj=o—— (16)

Claramente se ve que la funcion de distribucién esta normdizada, es decir:

m

a,fi=1 (17)
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Figura 1.3. Histograma de dos muestras con igua vaor medio pero con distintos
grados de dispersion. En este gemplo, los datos tienen una distribucion Gaussiana o
Normal, descripta por la curva de trazo continuo.

El gréfico de fj versus X (=0.5*( Yj.1 + ¥;)) nos da una claraidea de como se distribu-
yen las dtura de los individuos en la muestra en estudio. Este tipo de gréfico se llama un his-
tograma y la mayoria de las hojas de cdculo (Excel, QuatroPro, Origin, etc.) tienen herra-
mientas para redizar la operacion descripta aqui y € gréfico en forma automética En laFigura
1.3 ilustramos dos histogramas tipicos.

Tres parametros importantes de una distribucion son:

> Hvaormado; x =< x>= 9 | x; xf; == x 18
vaor medio; X =< x>= X; xf = —x X: .
a. j:]- J J N alzl ! ( )
L o, em )
> Lavaianza Var(X) =s —aj:1(xj - X)° xf; 1.9
» Ladesviacion estandar: SX:«/Var(x) (1.10)
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El vaor medio da una idea de la locdizacion o vaor medio de las dturas en la muestra, en
generd <x> da € centro de masa (centroide) de la distribucion. Tanto Var(x) como gy dan
una idea de la dispersidn de los datos drededor del promedio. Cuando mas concentrada esté
la distribucion arededor de <x> menor sera gy Y viceversa. Una distribucion de probabilidad
muy comun en diversos campos es la distribucion gaussiana o normd, que tiene la forma de
una campana como e ilustra en trazo continuo en la Figura 1.3. La expreson matemética de
estadistribucion es:

2
f(x) =N(xm,s) :ﬁxe(pg (’2(>'Sm)2

(111)

QI -O:

La"campana de Gauss' esta centrada en my su ancho esta determinado por ladesvia-
cion estéandar 5. En particular los puntos de inflexion etén en X_ gy X+g . El &reade esta
curva entre estos dos puntos congtituye € 68.3% ddl total. Asmismo € &ea entre X-2gy
X425 esde 96% dd total. También es Util caracterizar para esta funcion € ancho amitad de
su dtura, que estarelacionado con g atraves de laexpresion: FWHM = 2.35g (FWHM, de
“full width haf maximum”). Aunque esta distribucion ocurre naturamente en muchos proce-

s0s, desde luego no es Unicay existen muchos tipos de distribuciones de ocurrencia comin en
lanaturdeza

En generd, los vaores con los que puede caracterizarse la distribucion de un
conjunto de N datos son:

a) lamedia
b) lamediana
C) lamoda
N
a x
Lamediao promedio de la distribucion se define, como yavimos, como X = I:ll\l ,

y eslamedia aritmética de los va ores observados.

Lamoda corresponde a valor de lavariable donde esta la méxima frecuencia, o seq,
gue en un histograma la moda corresponde d vaor de la variable donde hay un pico
0 méximo. S una digtribucién tiene dos meaximaos la denominamos digtribucidn bimo-

dd.

Lamedianaes d vaor de lavariable que separa los datos entre aquéllos que definen
e primer 50% de los vaores de los de la segunda mitad.
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Mientras que a la media la calculamos usando una formula, ala moda la evaduamos
directamente del histograma.

Para estimar |a mediana tenemos que observar, por gemplo, la lista de datos orde-
nados de menor a mayor, y ubicar € vaor centra delalista S € nimero de datos
es impar, la mediana corresponde precisamente d vaor centrd. S & nimero N de
datos es par, la mediana se estima como Y2 (X2 + Xnyz+1). En unadstribucion una
linea vertica trazada desde la mediana divide a la distribucion en dos partes de &rea
equivalentes.

Es facil darse cuenta que media, noda y mediana no tienen porqué coincidir en ge-
neral. EStos tres parametros si son iguales en d caso de distribuciones smétricas re-
gpecto del valor medio. Este es @ caso de una digtribucion normal, por gemplo. En
cambio, s la digtribucion es aamétrica, la diferencia entre moda, mediay mediana
puede ser sustancid.

Es importante notar que sempre es deseable saber de cud o cudes parametros se
estan hablando cuando se hace referencia a una digtribucion de valores. El ggemplo
sSguiente ayuda a pensar sobre la importancia de este punto. Consideremos, por
gemplo, ladgtribucion ddingreso familiar en un pais dado. La presencia de millona
rios, aunque sean reativamente pocos, tiene un efecto sobre la media que
contrarresta a muchos miembros de la poblacién en € extremo inferior de la escda
de s@larios. De esta manera, la moda y la media difieren susancidmente. Este
gemplo ilustra € cuidado que se requiere para interpretar las estadisticas que se
mangan. Habituamente, las personas que emplean datos estadisticos suelen hacerlo
en laforma que més conviene a sus propositos. Con € sguiente gercicio podemos
reflexionar un poco mas sobre las diferencias entre los val ores de os tres pardmetros
de una distribucion..
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X\ Laempresa Privilegios SA. andizala necesidad de discutir los sdlarios. El cua-
dro de sueldos es € sguiente:

Gerente $9000
Sub-gerente $5000
2A sesor $2500
2 Secretarias $ 1350
c/u
Capataz $ 1200
6 Operarios $600 c/u

La empresa argumenta que & salario medio es $2000. El ddegado gremid sodtiene
que € sueldo representativo es de $600. Un politico consultado asegura que € sdla
rio més representativo es $900. Qué pardmetros tuvo en cuenta para argumentar
cada persona participante de la reunion? (extraido de la guia de mateméticas del
CNBA-UBA).

1.6 — Incertidumbre de una magnitud que se mide una unica
vez

En este caso € mejor vaor sera smplemente € vaor medido y € error vendra dado por
d error nomina (gnom) del instrumento. Segin se deduce de (1.2), [Z= Snom.

1.7 — Incertidumbre de una magnitud que se mide directa-
mente
N veces

Un modo de minimizar laincidencia de los errores estadisticos, es redizar varias medicio-
nes del mesurando, dado su caracter (al azar) es claro que d promediar los resutados, €
promedio estara menos afectado de las desviaciones estaditicas que los valores individuaes.
El procedimiento que se describe seguidamente es un méodo para determinar € nlmero op-
timo de mediciones aredizar en cada caso y  modo de determinar las incertidumbres aso-
ciadas alos mgores valores (promedios). Esta teoria no es aplicable para reducir los errores
de carécter sstemético o espurios. Por gemplo s estamos midiendo interval os de tiempo con
un reloj que adelanta, por mas que repitamaos nuestras mediciones los interva os siempre seran
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mas cortos de lo que deberian. Los errores sistematicos pueden detectarse y corregirse redli-
zando mediciones con otros procedimientos independientes (usando distintos relojes y/u otros
dispositivos para medir tiempo). Otra técnica Util para estos fines es introducir en € procedi-
miento de medicion un patron configble de modo de intercalar una calibracion durante la me-
dicion.

Supongamos que se han hecho N mediciones de una misma magnitud con resultados
X1 X9 yeney X J- y...Xy - Estas N determinaciones puede ser considerada una muestra de todas
las posibles mediciones que se podrian redizar (poblacidn). Bgjo condiciones muy generdes
puede demostrase que & mejor estimador de lamagnitud X viene dado por € promedio,

X °< x>, delosvdores:
o N

a i

N

(112)

<X>0 x=

Egte resultado es Ilamado también € megor vaor o estimador de X 0 “vaor mas pro-
bable’ ddl mesrando. Llamaremosa DX} = x . X (j =1,2,...,N) ladesviacion de cada me-
dicion respecto de X. También definimos la desviacion estandar (S? = varianza) o error cua
drético medio de cada medicion, S, . Esta cantidad es equivaente a concepto de desviacion
estandar de la poblacion, més especificamente es un estimador de lamisma. Lamisma dauna
idea globa acerca de la disperson de los X; arededor del promedio X. Este estimador

muestra (S,) de ladesviacion esténdar poblaciond viene dado por:

pd

8 (xj-%)?

_j=1 1.13
R -

Sx tiene las mismas dimensiones fisicas que X, pudiéndose comparar directamente con ésta.

La calidad del proceso de medicion sera mayor cuanto menor sea d cociente Sx/X, queen
generd es una condante del proceso de medicion y no disminuye d aumentar N. El vaor de
SX de una poblacion puede cacularse para una muestre de datos usando la funcién DES-
VEST delasplanillas de caculo EXCEL.

Como acabamos de discutir, S, representa e error “promedio” de cada medicion. Otra
manera de explicar € significado de S, es pensar que cuando realizamos una serie de medi-

ciones, los resultados obtenidos presentaran una distribucion estadistica, cuya desviacion es-
tandar viene dada por Sy. S suponemos ahora que redizamos varias series de mediciones de

X, Y para cada una de estas series calculamos € vaor medio Y, es de esperar que estos vao-
res tendran una distribucion (variaran entre §) pero con una dispersion menor que las medi-
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ciones individuaes. Se puede probart*® que a medida que & nimero K de mediciones ar
mente, ladigtribucion de X serdanormal con una desviacion estandar dada por:

(1.14)

s x ellamad error estandar del promedio y es e estimador del error asociado ax. Recor-
demos que Sy es la dispersion de cada mediciony como se dijo no depende de N sino de la
calidad de las mediciones, mientras que gy Si depende de N 'y es menor cuanto mas grande
es N. S, por gemplo, estamos midiendo una longitud con una regla graduada en mm, resulta
claro, que s aumentamos € nimero de mediciones, podremos disminuir € error estadistico,
pero nunca con este instrumento podremos dar con certeza cifras del orden de los micrones,
por més que redlicemos muchas mediciones. Al aumentar N, gy disminuye, Sn embargo, des-
de un punto de vigtafisico, € error en X 0o puede disminuir hasta hacerseigual o dd orden
de snony Laexpreson (1.2) claramente indica que no es razonable esforzarse en disminuir
sx mucho més que gnom. El balance optimo se logra cuando gy » gpom. ESto nos da un

criterio para decidir cual es & nimero éptimo de mediciones aredizar de un mesurando. Co-
mo suponemos que Sy es congtante con N, laidea es hacer un nimero pequefio de medicio-

nes Nyya, digamos 5 0 10, luego cacular Sy, de donde se obtiere:

N »E> 9 (1.15)

op -

nom ﬂ

que resulta de imponer lacondicion: gegt » snom: S Nop>Npe, S2 cOmMpletan las mediciones

paralograr Nop valores. S Ngp < Npa, N0 S2 redizan mas mediciones que las preliminaresy
Se usan todas dllas. En todos |os casos, segun (1.2), @ error efectivo de vendra dado por:

2 _~2 _— 2 2
DX"=S% = S;om +S+ (1.16)

Para la mayoria de los casos de interés préctico, s medimos 100 veces una magnitud X,
aproximadamente, 68 de ellas caeran en d intervalo (X-gy @ X+gy), 96 dedlas end inter-

valo (X 25+ X +2gy), y 99 deellas en d intervalo (X-3gy + X +3gy). Estos resultados
vaen edrictamente para d caso en que los errores se distribuyan "normamente”, es decir, €

Fisica Creativa— S. Gil y E. Rodriguez 14



histograma formado con los resultados de las mediciones tengan |aforma de una campana de

Gauss!®,

Resumiendo, los pasos a seguir paramedir una magnitud fisica X son:

=

N o a bk~ Wb

Se redizan unas 5 a 10 mediciones preliminares y se determina e error pro-
medio de cada medicion Sy .

Se determina Ny,

Se completan las Nop mediciones de X.

Secdculad promedio X y suincertidumbre estadisticaSy

Seescribe d resultado delaforma X = X £Sy

Secaculael error rativo porcentua €,=100*S /X

S s desea verificar que la distribucion de vaores es norma, se compara €

histograma de distribucién de datos con la curva norma correspondiente, es
decir con una distribucion normal de media X y desviacion standard Sx-

Se andizan posibles fuentes de errores Ssteméticos y se corrige € vaor medi-
do.

Se evala la incertidumbre absoluta e la medicion combinando las incerti-
dumbres (ec. 1.2).

1.8 — Combinacion de N mediciones independientes

Una situacion frecuente en ciencia es determinar € mejor vaor de unamisma magnitud
gue ha sido medida N veces en forma independiente (diferentes técnicas y/o autores) y cada
una de estas mediciones tiene ditintos errores. Es decir tenemos un conjunto de N medicio-
nes, cada una caracterizada por un par (X, sk), con K =1, 2, ..., N. Nuestro objetivo es
obtener e meor vaor para la magnitud en discuson. Es caro que d combinar los digtintos
resultados para obtener en € “mgor vaor”, <x>, es preciso tener en cuenta los errores de
cada determinacion, de tal modo que aguellos vaores que tengan menos error “pesen” mas
en € resultado find. Es posible demostrar en este caso que € “mejor valor” < x> viene dado

port*e:

N (1.17)

Con un error dado por S .y :
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O N
-3 k_li (118)

Un caso especid de interés, es cuando tenemos N determinaciones dd mesuran:
do todos con € mismo error s. Como puede deducirse facilmente de (1.17) en este
caso € promedio ser&

o N

a k=1 Xk

<X >=

que, como es de esperar, coincide con la expresion (1.12), la incertidumbre asocia-
daaestevaor, sera segiin (1.18):

gue coincide con la expreson (1.14) y ademas iludtra claramente @ significado de
S como d error asociado a cada medicion individual y g« la incertidumbre aso-
ciadaa mejor vaor.

1.9 — Discrepancia

S una magnitud fisica se mide con dos (0 més) métodos o por distintos observadores, es
posible ( y muy probable) que los resultados no coincidan. En este caso decimos que existe
una discrepancia en los resultados. Sin embargo, 1o importante es saber S la discrepancia es
sgnificativa o no. Un criterio que se aplica en € caso en especid, pero frecuente, de que las
mediciones en cuestion se pueda suponer siguen unadistribucion normd es @ sguiente: s los
resultados de las dos observaciones a comparar son independientes (caso usud) y dieron
como resultados:

Medicién 1: X1 =X, £DX;

MedICIén 2: XzzxziDXZ
definimos.

DX 2 :DX12+DX22

Decimos que con un limite de confianza del 68% las mediciones son digtintas S:
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Xy - X,|® DX,
y que con un limite de confianza del 96% las mediciones son digtintas S:
Xy - X,|3 2>3DX

Edtos criterios pueden generdizarse para intervalos de confianza mayores en forma smilar.
También se gplican cuando se comparan valores obtenidos en € laboratorio con valores tabu-
lados o publicados. Noétese la diferencia entre discrepanciay error, que en agunos textos
poco cuidadosos se confunde. El error esta relacionado con la incertidumbre en la determina:
cion del vaor de una magnitud. La discrepancia esta asociada alafdta de coincidencia de dos
resultados.

1.10 — Propagacion de incertidumbres

A veces, hay magnitudes que no se miden directamente, Sno que se derivan de otras
que si son medidas en forma directa. Por gemplo, para conocer € érea de un rectangulo se
miden las longitudes de sus lados, 0 para determinar € volumen de una esfera se puede medir
su didmetro. La pregunta que queremos responder aqui es como |os errores en las magnitudes
gue s se miden directamente, se propagaran para obtener € error enla magnitud derivada. En
este breve resumen solo daremos |os resultados, para mayor detalle se recomienda consultar
la bibliografia. Supongamos parafijar ideas que la magnitud derivada V, esunafuncion delos
parametros, X, Y, z, etc. 0 sea

V=V(x,Y,z...), (1.19)
donde suponemos que X, Y, z, etc. si se midieron directamente y conocemos sus errores que

designamos en d modo usua como D, Dy, [y, etc. Entonces se puede demostrart™ qued
error en V vendra dado por:

2 2 2
DV = a@i_Vg XD(2+m1_Vg xD)/2+gd—V9 XD22+>°°< (1-20)
edX g %dy 2 edzg

En rigor las derivadas involucradas en esta ecuacion son derivadas parciaes respecto de las
variables independientes x, v, z, etc. En @ caso epecid que lafuncidn V(x,y,z,..) seafactori-
zable como potencias de X, Y, z, €c., la expresion anterior puede ponerse en un modo muy
smple. Supongamos parafijar idea que lafuncion en cuestion sea:
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Xy

V(x,y,2)=a

Entonces.

&Dy_ +2 adz 02

J L et T G

Para caculos preliminares, esta expresion puede aproximarse por:

(1.22)

(1.22)

(1.23)

Otro caso particular de interés es cuando por giemplo Z=X=Y. Usando (1.10) obtenemos:

2

(D2)? =(Dx)* +(Dy)

(1.24)

Ll Truncacion de nimeros: Se desea determinar la densidad de un cuerpo, para
ello se procedio a medir su volumen, que dio como resultado V=3.5+0.2 cnt
(e/%=6%) y su masa m=22.7+0.1 g. (en%=0.4%). Para calcular la densdad,
r, debemosredizar € cociente de m/VV. S redlizamos este cociente con la cacu-

|adora obtenemos:

r=22.7/3.5=6.485714286 g/cn.

Claramente, la mayoria de estas cifras no son sgnificativasy debemos truncar
resultado. Para saber donde hacerlo, debemos propagar |os errores del numera
dor y denominador, para saber en que cifra cae € error en r. Usando (1.22),
obtenemos para Dr /r » 0.06 y por tanto Dr » 0.4 g/cnt. Esto es, en d vaor
de r s0lo una cifra decima es sgnificativa, Sn embargo d truncar & nimero
6.4857., debemos tener en cuenta que € nimero més cercano a€dl y con unasola
cifradecima es 6.5y no 6.4 que resultaria de una truncacion automética. Por o

tanto @ vaor que obtenemos parar es.
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r =65+04g/cm®  y e%=6%.

Es importante tener en cuenta este criterio de truncacion toda vez que redizamos
una operacion usando una calculadora o computadora.

©  Midiendo p: Sabemos que d perimetro (p) de un circulo esta relacionado con
su diametro (d) por laexpresiéon p= p.d, por lo tanto midiendo € diametroy pe-
rimetro, es posible “medir p”. Disefie un experimento que le permitaredizar eta
medicion. Obtenga p con este méodo. Dé su incertidumbre. Compare los valo-
res tabulados de esta congtante. Consulte en la bibliografia otros métodos de ob-
tener p experimentamente. En particular discutas con € experimento de Buffon
s puede obtener mayor precisén  (consulte la pagina de Internet:
http://members.xoom.com/cegnvcurios dades/'experimentos.htm).

1.11 — Eleccidén de los instrumentos

Un aspecto importante a tener en cuenta antes de proceder aredizar una medicion, esla
eleccion de los instrumentos mas apropiados para medir la magnitud en cuestion con la tole-
rancia o error requerido. Ignorar este paso puede acarrear importantes perdidas de tiempoy
dinero. S se excede la tolerancia requerida, seguramente se dilapido esfuerzo y recursos inne-
cesxiamente, por € contrario, S se rediz6 la medicion con maés error de requerido, la medi-
Ccion puede haber sdo indtil.

L]  Consderemos € siguiente gemplo, supongamos que nuestro problema es
determinar € volumen de un dambre (cuyo diametro esd » 3 mm) y su longitud
(L » 50 cm) con un error del 1% ¢Qué instrumentos debemos usar para lograr
nuestro objetivo con € menor costo? Lo que debemos lograr es Dv/V>> 0.01, co-
mo V=p.d’.L/4 , tenemos que:

VDo L0 LD

\% p d L
0.01» 0.001+0.006 +0.002

La primera expresion es una aplicacion de (1.23), Util paraeste andisis preliminar.
La asignacion de la segunda linea es en cierto modo arbitraria, pero respetando
que € error totd no supere e 1% requerido. A p, que esun nimero irreciond, le
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asgnamos un vaor pequefio de error relativo, para nos permita saber cuantas a-
fras debemos usar en p de modo que € error de la truncacion de p no afecte
nuestra medicion. No medimos p!. Nétese que € error en  diametro tiene ma-
yor incidencia (su error relativo estd multiplicado por 2) que la longitud L, esto se
debe a que & volumen es proporciona al cuadrado de d y solo proporciond alL.
Un pequefio error en d tiene mayor incidenciaen € volumen que & mismo error re-
laivoen L. Por esta razén hemos asignado mayor tolerancia (error relativo) a d
gue a L. Con esta asignacion preliminar podemos decidir que instrumentos son mas
adecuados para redizar € experimento (los més adecuados son los que hacen la
medicion més facil, en menor tiempo, con € menor costo y que cumplan los requi-
sitos exigidos). Como:

% » 0.003Pp Dd » 0.003>xd = 0.003>3mm » 0.009mm » 0.01nm

debemos usar un tornillo micrométrico para medir d. Smilarmente, para L tenemos.

% »0.002b DL » 0.002xL =0.002 *60cm» Inm,

por lo tanto podemos usar una regla comin graduada en mm para medir L. Parap
tenemos:

P ,0001b Dp »0.00Lp =0.001:3» 0.003,
p

gue indica que debemos usar p con 3 cifras decimales (el error permitido puede
caer en la tercera cifra) para que € error en su truncacion tenga una incidencia
despreciable. Nétese que hasta ahora todo es preliminar y solo hemos elegido los
ingrumentos a medir, luego de su eeccidn llevamos adelante la medicion usando
estos ingrumentos y procedemos para la medicidon de d y L del modo indicado en
1.5. Notese asmismo, que para determinar |os instrumentos a usar, debemos co-
nocer € vaor gproximado de los vaores a medir, esto no es una paradoja, pues
para este andigs preliminar s0lo es necesario tener una idea de los ordenes de
magnitud y no un valor muy exacto. Este orden de magnitud se puede obtener por
una ingpeccion visud o una medicion rpidaly tosca. Finamente, unavez que redli-
cemos las mediciones de d y L debemos usar la expresion (1.22) para calcular €

error DVy e..
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