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Método de cuadrados minimos. Regresién lineal. Funcién c?. Obtencion de

los parametros de un modelo. Correlacion lineal. Incertidumbre de los
parametros de un ajuste.

3.1 — Método de cuadrados minimos — Regresion lineal

En d capitulo anterior hemos enfaizado sobre la importancia de las
representaciones graficas. Aamismo hemos vido la utilided de las versones linealizadas
de los gréficos de pares (X, Y y las didintas maneras de llevar a cabo la linedizacion,
puesto que nos encontraremos a menudo con tales Stuaciones en € laboratorio. En este
capitulo formdizaremos dgunos métodos anditicos para edimar los parametros de un
modelo que se confronta a los datos experimentaes. De nuevo, € punto de partida seré
una representacion gréafica de los datos experimentales, a la que queremos “superponer” la
prediccidn de un modelo.

Por gemplo, imaginemos que deseamos determinar la constante k de un resorte
que sgue laley de Hooke:

F=-kxx (31

donde F es la fuerza dética yx la ongacion del resorte. Para determinar k se procede a
cagar a resorte con diferentos pesos P y medir la dongacion que producen. Es fécil
reconocer a estas cargas como d estimulo externo, € cud provoca como respuesta del
"dgema resorte' la dongacion observada x. Sin embargo, no es necesario que en la
representacion gréafica de los pares de datos (P, x), lacarga P ocupe € lugar de la variable
independiente sobre € ge de las abscisas. Por comodidad en € mango de los datos, es
mas adecuado representar P en funcion de x, y de la pendiente de la recta obtener
directamente la constante k buscada. En € presente caso, y como regla cas generd, 9
representamos gréficamente los datos experimentales, éstos no caerdn exactamente sobre
unarecta, Sno que presentaran cierta disperson como seilustraen laFigura 3.1.
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Figura 3.1. Grédfico de datos asociados a un modelo lineal. La cantidad y; - f(X;)
representa la desviacion de cada observacidn de y; respecto del valor predicho por
el modelo f(x;).

Es Giil definir lafuncion ¢? (Chi-cuadrado) como:

02=é’1i(Pi-kxxi)2 (3.2)

gue es una medida de la desviacion tota de los vaores observados P; respecto de los
predichos por € modelo kx;. EIl mgor vaor de k es agud que minimiza esta desviacion
total, 0 sea, @ vaor que puesto en (3.1) minimiza la funcion Chi-cuadrado. Por |o tanto, €
mejor vaor dek sera e que se obtiene de resolver la Siguiente ecuacion:

0 sea

dc? d o 2 o 2
=~ 3 (P-kxf=2 Pxx)- k =0,
" Olkai(. %) =2xq [(Rxx)- k{x)’]

(1.27)

Fiscare-Creativa, S. Gil y E. Rodriguez 2



En los programas como Excd, Origin, etc, este clculo s rediza usando la
herramienta “regreson lined” o “gugte lined” que se aplica cuando la relacion esperada
entre las magnitudes medidas es lined y todos los datos tienen la misma incertidumbre
absoluta

El méodo descripto aqui se gplica de manera andoga para un modelo lined que
incluya una ordenada d origen:

y=axx+b (3.3)
En este caso lafuncion Chi-cuadrado es
c?= aj (yi - axx - b)2 (3.4)

y para obtener los parametros a y b s requiere minimizar la funcion repecto de ambos
pardmetros, es decir:

2
dc o
da

2
dc o
db

3.2 — Método de cuadrados minimos incluyendo errores -
Regresion no lineal

Supongamos que tomamos una serie de mediciones de dos meagnitudes cuya
relacion deseamos determinar. El resultado de nuestras N mediciones dard lugar a  un
conjunto de N ternas de la forma (xi, i, Si), donde s; es la incertidumbre asociada a la
determinacion de y. Aqui suponemos que la incetidumbre de x; es despreciable.
Supongamos que e moddo que gusta los datos viene dado por la funcion f(x;a,b,c,...),
donde a, b, c, etc., son los nyar parametros del modelo. Al estimador del valor de y dado
por d moddo lo desgnamos por y(x)=f(xi ;ab,c,..). Decimos que y(x;) representa la
variacion deterministadey con x.

En este caso més generd definimos € vaor de Chi-cuadrado como:

N (vovix )2 D
c2=3 U Sy_(zx, "= 8 w oy, - y0x)F 37
i=1 I i=1

donde los vaores w; son los factores de peso de cada triada de datos (x;, Vi, Si); en este
caso wi=1/s;?. Definimos & ntimero de grados de libertad, v, del modelo como:
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(39)
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Figura 3.2. Diagrama esquemdico de un gemplo de modeo no lined
representado por la funcion f(x;). s; representa @ error absoluto asociado a cada
observacion ;.

Introducimos la definicién del error medio:

1 &1 w o1 @ '
xa—z Nxavw

En nuestro caso hemos definido los factores de peso de cada triada de datos como la
inversa del cuadrado de la incerteza s, aunque a veces es Util emplear otros factores de
peso de los datos, como por gemplo:

W :i, o w :iz, etc. (3.10)
Yi Yi
También definimoslavariancia total como:
S = ><a w, {y, - ) (3.11)

N-1
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S es una medida de la disperson de los datos drededor del valor medio de y. Este walor
no depende del modelo (funcion (X)), o sea que S ignora toda variacion determinista de y
con X.

También definimos lavarianza del ajuste

1
S? = - xa w Xy - y(x)f ——xc =c2 (312)
par =

La vaianza dd guste, §, d igud que Czo 05 (Chi-cuadrado por grado de
libertad), miden la digpersgon residual de los datos drededor del vaor determinista, 0 sea
son medidas de la bondad del guste de y(xi)) a los valores medido yi. Si € modeo
determinista fuese d adecuado, su valor estaria asociado a las fluctuaciones estadisticas de

yi respecto de su vaor y(x;).

A veces es (til definir & coeficiente de regresion:

_&- 570
835

S d moddo y(x;) es una buena representacion de los datos, es de esperar que tanto &
como ¢ 2 sean pequefiosy que S >> S, de donde se deduce que R » 1. En caso contrario,

(3.13)

tanto § como C 2serén grandesy S » S por lotanto R?» 0.

Una “receta” para la determinacion de las incertidumbres de los parametros
del modelo

Al igud que en d caso dd modelo lined discutido anteriormente, los meores
vaores de los pardmetros dd modelo se obtienen de la minimizacion de la funcidon Chi-
cuadrado:

fc?(ab,c,..)|
Ta

=0. (3.14)
‘a: a

Esoes C,. °= C2(a*, b*, ..).

min
La determinacion de las incertidumbres en los parametros (a*, b*, c*,..) e un

procedimiento sofisticado sobre € que existen diversas teorfas y opinioned®l. Un méodo
goroximado para cacular estas incertidumbres en formagréfica se indicaen lafigura 1.5.
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Figura 3.3. Esquema gréfico que iludra un procedimiento gproximado para
obtener las incertidumbres de |os parametros de un modelo no linedl.

3.3 — Regresion lineal considerando las incertidumbres de
medicion

Un caso especid importante dd esquema estadistico discutido precedentemente, es
e de la regresidn lined, ya que en este caso es posible resolver las expresiones generales
en forma anditica, 10 que facilita su uso y programacion en muchas gplicaciones précticas.
Igua que antes supondremos que e tienen una serie de mediciones de dos magnitudes x e
y cuyarelacion se supone lined, es decir:

y=axx+Db
donde a y b son los padmetros dd modelo que descamos determinar y evduar. El
resultado de nuestras N mediciones dara lugar a un conjunto de N ternas de la forma i,

Vi, Si), donde s; es la incetidumbre asociada a la determinacion de y;. También aqui
suponemos que laincertidumbre de x; es despreciable. Al igua que antes definimos:

wW=— (3.15)

Ya vimos que este modo de definir € peso de los datos puede variarse segin sea € caso.
En particular 9 no se digpone de las incertidumbres s, los w; pueden tomarse iguaes a 1.
Usando las sguientes definiciones:
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o N o N

SN=q W', Sh=3g,_ wxyp. (3.16)
o N
SXY = aI JWX% Xy, Sum=g . _W. (317)
<X>0X—i <y>0Y_i
sum’ Sum
X2 %o
Var (x)= m X y (3.18)

D = SUmMxSX2 - (SX) 2 = sum? ¥ar (X)
y usando (1-38) es posible demostrar que:
a:%{sxweum- SX 59Y]. (3.19)
:%x[SX2>SY- X xSXY]=<y>-ax< y> (3.20)
sendo sus incertidumbres:

aw><(y axx - b)
s2° Var(a)° [faf = Sum

A (N 2)xsum»var(x) (3.21)
62 ° Var(b) ° (b ) % =Var(a)%

respectivamente. De modo andogo se demuestra que € coeficiente de correlacion viene
dado por:

r = SXY- &JITN_(XS/ — Cov (X,y)
€x2- sum>x2UEsyz- sumwy2d  Var () var(y) (322)
e e d

Ese pardmetro da una idea de la bondad del moddo linea propuesto. S r es
proximo a 1,  moddo es adecuado, mientras que s r »0 & modeo lined no es d

modelo adecuado. S r » 0 edo no sgnifica que no haya una vinculacion o correacion
entre x e y, Sno que & modeo lineal no es & adecuado. Por gemplo, S los pares de puntos

(x,y) tiene una relacion tal que caen sobre un circulo, tendriamosr » Q. Desde luego, S los
pares (x,y) no tienen ninguna correlacion entre ellos, también tendriamos quer » 0.
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Las ncertidumbres en los vaores de los parametros ay b también pueden escribirse
entérminosder dd siguiente modo:

2 & 0
Var(a) =— & L.r ,
(N-2 grz

(3.23)
Var (b)=Var (8)x<x2 >.

Las ecuaciones (3.23) son de verdadera importancia cuando se rediza un andiss
profundo de |os datos experimentales.

3.4 - Aplicaciones

Condderemos € estudio experimentd de un péndulo smple, d que s mide d
periodo T paa digintas longitudes L. Supongamos que cada periodo Ti(L) (d que
condderaremos la variable dependiente del problema) estd determinado con la misma
incertidumbre s(T;), como se muestraen laFigura3.4 a

En caso de linedizar la representacion mediante & cambio de variables (L, T?), la

nueva variable dependiente T? tiene incertidumbre s(Ti?) dada por las férmulas de
propagacion:

1'|T2
i

S(Tz):‘ s(T) =2Ts(T)

de donde se ve inmediatamente que s(Ti?) es funcion de T (ver también la Figura 34 b). S
procedemos a estimar los pargetros del guste lineal a partir de los datos de la Figura 3.4 b
debemos usar las formulas de la Seccion 3.3.

Las mismas congderaciones son védidas en € caso de transformaciones usando la
funcion logaritmo. Recordamos que, en caso de efectuar una linedlizacion usando escdas
logaritmicas, laincertidumbre propagada de una variable Y es (ver Capitulo 1):

s
"

flog(Y)
T

s{log(Y)] =‘ s(Y)‘ =

gue es unafuncion de lavariable Y.
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Figura 3.4. Al cambiar la representacion hay cambios en las incertidumbres de
las varidbles. @ la incetidumbre de la variable dependiente es uniforme. b) d
cambio T? por T implica no-uniformidad de las incertidumbres. Este hecho debe
considerarse cuando se eval Uien |os pardmetros del gjuste.

3.4 — Comentarios finales

Vde la pena notar que no sempre es suficiente admitir que dos variables sguen una
relacion lineal guiandonos por 1o que muestra un gréfico de los datos en escdas linedes.
Menos aun s sOlo evduamos d codficiente de corrdacion dd guge lined que
propondriamos a partir de este gréfico. Un gréfico de Y = X! (variables sin corrdlacion
linel) puede gustarse por una recta y obtenerse a la vez un codficiente de correacion
lined (inexistente) de, por gemplo, 0.998. Un gréfico de datos experimentales de Y=X con
ago de dispersion fortuita de los puntos, podria devenir en un coeficiente de, por gemplo,
0.995, menor que d anterior. Entre los coeficientes hay una diferencia, apenas, dd 3 por
mil. Pero en un gréfico log-log, la diferencia de pendientes sera la que hay entre 1.1y 1.0,
lo que representa un 10% de discrepancia entre los exponentes de la variable X. Estos
métodos de andisis nos ensefian que los efectos de correlacion pueden estar enmascarados
por € efecto de “ruido” de los datos. Muchas veces lo dificil es edtablecer S existe
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corrdacion entre las variables, aun cuando los datos provengan de fuentes “limpias’, las
gue hayan producido datos con relativamente poca disperson.

Imaginemos un experimento donde se mide la distancia que recorre un movil sobre unalinea
recta mientras una fuerza constante actta sobre él. Esperamos, por tanto, que el movimiento
sea uniformemente acelerado. Supongamos que el cuerpo parte del reposo, que medimos x(t)
y que los datos colectados son los de la Figura 3.5. Si los datos experimentales se analizan
sobre este gréfico con escalas lineales, el agjuste por un modelo lineal es més que tentador.
Hecho ésto, se obtiene la ecuacién de la mejor recta y un coeficiente de correlacion r =
0.9995. Sin embargo, un modelo basado en |as ecuaciones de la dindmicadice que

X :lat2
2

donde a es la aceleracion. En la Figura 3.5.b estan los logaritmos de los mismos datos, de
donde se ve claramente la proporcionalidad x p t* que predice e modelo, dificilmente
demostrable apartir del gréfico delaFigura3.5.a

1050 +
9004

7504

x (cm)

r =0.99959

600

75 80 85 90 95 100 105

t (s)

pendiente = 2

35T T T~ T T~ T T T T
1.88 1.90 1.92 1.94 1.96 1.98 2.00 2.02

log(t)

Representacion de x(t) para un cuerpo gque se mueve con movimiento uniformemente
acelerado. (@) No se aprecia la curvatura de los datos y bien podria suponerse que la
correlacién es lineal. El coeficiente de correlacion lineal, en efecto, es muy ato. (b) log(x)
en funcién de log(t), de donde se ve que larelacion es cuadrética. Para el analisis de errores,
ver los comentarios de la Seccion 3.3.
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