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Bondad de agjuste. Intervalos de confianza. M uestras pequefias. Simulaciones:
método de Montecar lo.

3.1 — Bondad del ajuste

Volviendo a caso genera de determinar los pardmetros de un modelo que mejor
guste un conjunto de datos experimentaes, es (til disponer de un criterio de evauacion
de la bondad o cdidad del guste. Una medida de la bondad de un guste esté dada por €

vaor de CVZ, definida por:
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(4.1)
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donde V=N-nyar ese numero de grados de libertad. Es evidente que s todos nuestros
datos experimentaes (y;) tienen desviaciones respecto del modedo (y(x))) que no
sobrepasan @ error (S;), nuestro modelo es una descripcion adecuada de nuestras
observaciones. También es claro que en este caso, seguin (4.1), cada uno de los términos
de la sumatoria sera del orden de la unidad y por lo tanto C,”~ misma tendrd un vaor

cercano a uno. En otras paabras, 9 C\,2 es del orden de la unidad o menor decimos que
el modelo propuesto para explicar los datos experimentaes es adecuado y viceversa. S
C\,2 es mucho mayor que uno, € modelo no es una buena descripcion de nuestros datos.

Cuando C\,2 << 1, s dice que d modeo es demasiado bueno, lo cud también es
sospechoso o indicativo de que la distribucidn de los datos no es norma o que se sobre
estimaron los errores. El criterio que acabamos de describir, aunque cuditativo, es  un
criterio préctico y Util en la mayoria de los casos. Més cuantitativamente, para € caso
en que la digtribucion estadigtica de los vaores y;  sea norma, podemos cdcular la
probabilidad que un dado vdor de c? :CO2 haya ocurrido sblo por azar; edta
probabilidad viene dada por:
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P . =P(c?3 cz)=QaEN_ Toar ,C—"25.=
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= CL(c?) = Chi(v, cZ) = Dig.Chi(cZ,V)

I--1-O

[N

con
1

-t a
Q(a,X)=G(a) xQe xt & 1t

, 4.3)
Q(a,0) =1, Q(a¥)=0y a>0

donde Q(a,x) se conoce como la funcién Gama incompleta. Los Imites de confianza
CL(co?) [usamos CL la denominaicdn en inglés Confidence Level] estén dados por la
integrd de la funcion de digribucion Chi-Cuadrado. La funcion de distribucion chi-

cuadrado es la derivada Q'(v/2, ¢?), su vdor medio es v y su vaianza es 2v. CL
representa la probabilidad de que una repeticion ad azar de experimento dard un vaor

de c? 3 COZ, suponiendo que & modeo sea rrecto. Estas funciones estan incorporadas
en diversos programas mateméaticos (Mathematica, MatLab, etc) y en planillas de
cdculos como Excd. En paticular en esta planilla de cdculo, la funcion se  denota con
la expresdn Dist.Chi(x,v), como se denota en (4.2). Por lo generd se considera que un
vador de Q 3 0.1 esindicaivo de un modeo creible. Un vaor de Q entre (0.1 y 0.001)
es todavia margindmente aceptable o indicativo de que los errores fueron subestimados.
S Q < 0.001 lavaidez del modelo debe ser revisaday su credibilidad es dudosa.

Nota: Los programas Uutilitarios redizan en su la mayoria estos céculos, pero sin
induir los errores de las variables. Para tener en cuenta a los mismos es necesario
programar estas funciones en, por gemplo, Excd. En la hoja de cdculo de Excd,
Errores SG.xIs, que esta a disposicion (0 puede requerirse via e-mal a uno de los
autores ggil@df.ubaar) disponemos de etas rutinas en VBA (Visual Basic for
Application), que pueden usarse, precisamente, desde una planilla Excd. En edas
subrutinas, d parametro MODE se usa para indicar € modo como se evalan bs pesos
Wi

il w =1 no seconsideran loserrores
-}2 w, =1/s’ secondderan loserrores
MODE = | , . ) (4.4)
i w =1/y~ seconsderan los erroress;” =,
L4 w =1/]y| setoma como pesolainversa dely,|
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3.2 —Intervalos de confianzay nivel de significacién. Muestras
pequefias

En muchos casos practicos, se rediza un conjunto de N mediciones 0 se extrae
una muestra de ese tamafio, cuyos vaores son (X1, Xo,...Xn), con € objeto de determinar
0 estimar € vaor de agun pardmetro desconocido a=a(x1,X2, ...Xn). Imaginemos que €
estimador de este pardmetro es @ =a’(X1,X2, ...Xn), cuyo vaor podria haberse obtenido,
por gemplo, por un proceso de minimizacion smilar a descripto en las secciones
anteriores. Muchas veces es deseable tener es la relacion entre dos nimero positivos y
pequefios dy e ta que podamos afirmar que & meor vaor de a (0 en dgunos casos €
verdadero valor de &) estaincluido en d intervao a” + d con probabilidad 1-e 0 sea:

P -dfafa -d)=1-e (4.5)

H intervalo @°- d, a”+d) que con probabilidad P=1-e contiene d mejor valor (o
verdadero valor) de a se denomina intervalo de confianza del pardmetro d. La
probabilidad P=1-e se denomina coeficiente de confianza. Cuando e se expresa en
porcentgie (€20=100*e), se lo denomina € nivel de significacion. Es importante
destacar que edtas definiciones no tienen ain caracter universa, pero las definiciones
presentadas aqui son las adoptadas por una fraccidn importante de cientificos y
tecndlogos. Paa fijar ideas imaginemos €@ dguiente gemplo:  supongamos  que
extraemos una muestra de tamafio N de una poblacion que suponemos tiene una
digribucion norma de pardmetros m y S desconocidos y cuyos vaores deseamos
determinar a partir de andiss de la muestra. Imaginemos que € valor medio muestral,
<X>,y la desviacion estandar muestral, Sy, vienen dadas por las expresiones (1.12) y
(1.13) respectivamente y son desde luego conocibles a partir de los datos muestrales.
Nuestro objetivo primero es esimar & vaor medio poblaciond m (en este caso si
podemos hablar de verdadero valor de m). Si, como supusmos, la poblacion madre
tiene una digribucion normd, los estimadores <X>y S, tienen digtribuciones normaes

(m, S, /~/N - 1) y Chi-cuadrado con N-1 grados de libertad respectivamente. Entonces
se cumple que lavarigble:

& X>-mo

=~N-1 T (4.6)
g Sk o

tiene una didribucion t-Student con N-1 grados de libertad. Por lo tanto s tp, es un

pardmetro del intervalo de confianza asociado d coeficiente de confianza p, a través de
la distribucion de probabilidad t-Sudent, tenemos:

& X>-mo
PG t, <+/N-1 é— 4.7)
o

oloque &sequivdenta
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P((<x>-tp>si)<m<(<x>-tp87)):1-%. (4.8

donde hemos hecho uso de la relacion (1.14) entre S¢y Sy. Los valores (<Kx> - tp.Sx) Yy
(x> + t.Sx ) ddfinen un intervalo de confianza de 100-p para m. Por lo tanto S
dirmamos que d mgor vaor de m etd comprendido en este intervalo, la probabilidad
de equivocarnos cuando hacemos esta afirmacion  es de p%. Este vaor de p se conoce
con € nombre de nivel de significacion. Cuando se trabgja con muestras grandes (N >
30) o con muchos grados de libertad, es Util recordar que en este caso la digtribucion t-
Student se gproxima muy bien con una curva normd yen este caso la relacion entre los
valores criticos tp y p son los que se expuso en la Seccion (1.2), o sea que para tp=1,
p%=31.73, para t,=2, p%=4.55, para t,=3, p%=0.27, etc. Este Ultimo gemplo es smilar
ad que comiunmente encontramos en € caso de determinar € meor vador de un
pardmetro que se ha medido N veces. También es clao que un andiss smilar podria
hacerse para determinar 1os limites de confianza de sx.

1.16 — Simulacion de resultados experimentales — Método de
Montecarlo

A menudo es Wtil smular las caracteristicas de un experimento antes de llevarlo a
cabo. ES0 no permite por gemplo decidir  tamafio de los errores permitidos para
observar un dado efecto. La técnica de Montecarlo es un formaismo probabilistico para
generar numeros con una digtribucion de probabilidad prefijada y que smulen los
resultados de una vaiable fisca Dado que una familia muy amplia de programas
comercides ya posee generadores de numeros deatorios con digtribuciones de
probabilidad preestablecida, la tares de redizar Smulaciones de Montecarlo s ha
facilitado grandemente. Para fijar ideas imaginemos que deseamos generar datos
sntéticos de un experimento en @ que cada medicion dard como resultado la terna (X,
Vi, , Dy ). Supongamos ademés que la relacion esperada entre x e y es lined, de la
foomay = a.x + b. Vamos a suponer que solo los vaores de y tienen error (0 es € error
dominante del problema) con una digribucion norma cuya desviacion estandar edta
caracterizada por un parametro de disperson disp% prefijado. También supondremos
gue los erores experimentales tendran una distribucion estadistica que puede ser bien
descripta por una distribucion Chi-cuadrado con un nimero grande de grados de libertad
y cuya magnitud estd caracterizada por un error relativo porcentua de err%. Para hacer
més claro € gemplo en condderacion vamos a suponer que trabgiamos con una planilla
Excd. En la primera columna de la planilla dsbemos definir @ rango de valores de x en
los que estamos interesados. En la segunda columna, introducimos los vaores de y
obtenidos a través de la expresidn anditica, con los valores de a y b que suponemaos
representativos del problema en cuestion. A estos vaores de y 1o designamos como Yieor
(=a.x+b).En la tercer y cuarta columna calculamos los vaores que van a caracterizar la

dispersion de los datos(Dyieor Y Dyerr) dados por:
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Dy, =y disp%
teor teor ]

100
err % (4.9)

= x— "
I:%/el’ r yteor 1m !

Estas definiciones se proponen a modo de gemplo y en cada caso particular se
pueden condderar otras caracterizaciones de la dispersiones y los errores de los datos.
Seguidamente procedemos a introducir € carécter aeatorio dd experimento usando €
método de Montecarlo. Para élo, en dos nuevas columnas, usando la funcion de
generacion de numeros deatorios de Exce introducimos en la primera columna los
nimeros rndl que los eegimos de modo ta que se distribuyan normamente con media
0 y desviacion etandar 1, o sea N(0,1). En la otra columna introducimos los vaores de
los nimeros d azar rdn2 que suponemos que también tienen una digtribucion N(O,1).
Con edtos vaores ahora estamos en condiciones de definir los vaores de los datos
sintéticos paralavariables Yyt y sus errores correspondientes Dy ,; definidos como:

ysint = yteor + Dyteor Xrndl

4.10
Dy, . = %(rndz + 2Dy, + 1)2 » Dy, {rnd2 + 1) (410)

Los vaores de y y Dy as obtenidos tienen las caracterigticas de disperson
preestablecida (caracterizada por disp%) y errores caracterizados por err%. Eda Ultima
expreson para Dysne se basa en @ hecho de que para @ caso de muchos grados de

libetad (N > 30) la digtribucion («/2X02 - AN - 1) es normd N(0,1). Edta técnica
puede generdizarse para reproducir y Smular  Stuaciones redes en forma rgpida y
econdémica

T Usando la hoja de célculos Errores SG.xls, (que puede obtenerse de http://home.ba.net/~sqil )
definir una funcién simple, por ejemplo un polinomio de segundo grado (y=ax?+bx+c) de
coeficientes conocidos, estos parametros definen el modelo original. Usando el modelo de
Montecarlo indicado en la hola de célculo, generar datos “sintéticos al azar y sus correspondientes
errores’, de modo tal que el tamafio de los errores y la magnitud de la dispersién de los datos pueda
regularse de manera controlada, por ejemplo introduciendo un valor porcentual del error medio y la
dispersion media. Seguidamente, con el programa de su preferencia:

Determinar los parametros que mejor ajustan los datos sintéticos y sus errores.
Comparar con los valores de |os datos original es.

Para cada uno de |os pardmetros del modelo obtenidos, realizar un gréfico de ¢ versus
el mismo. Obtener de esta figura las incertezas de cada uno de estos parametros.
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Comparar con los obtenidos con el programa de agjuste usado y los valores de los
parametros del modelo original. c) Para por lo menos dos parametros de modelo,
comparar graficamente los datos sintéticos con sus correspondientes errores con los
ajustes obtenidos usando |os parametros que minimizan ¢ y |os ajustes asociados al
parametro variando su valor por su incerteza obtenidadel gréafico (1.5).
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