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Das Ziegenproblem

Ab und zu kommt es vor, dass mathematische Themen in Zeitungen stehen. Anfang der 90er Jahre gab es eine heftige Diskussion um ein Problem der Wahrscheinlichkeitsrechnung, das als "das Ziegenproblem" bekannt wurde. 

Die Diskussion entstand in den USA und wurde in Deutschland v.a. durch die Beiträge in der Zeitung "Die Zeit" ausgetragen. Worum ging es?

Irgendjemand hatte sich eine Game-Show fürs Fernsehen ausgedacht, die folgende Spielregeln hatte: Ein Kandidat hatte die Wahl, von drei gleichartigen Türen eine Tür zu öffnen, genauer gesagt, vom Moderator öffnen zu lassen. Jeder weiß, dass hinter zwei Türen jeweils eine Ziege steht, hinter einer Tür aber steht ein teures Auto. Niemand außer dem Moderator weiß jedoch, hinter welcher der drei Türen das Auto steht.

Nachdem sich der Kandidat für eine Tür entschieden hat, öffnet der Moderator zunächst eine andere Tür, hinter der eine Ziege steht. Nun gibt er dem Kandidaten die Möglichkeit, seine erste Wahl zu ändern und sich für die andere noch verschlossene Tür zu entscheiden.

Das ist alles. Das Problem entsteht dadurch, dass man erfahren möchte, ob es für den Gewinn günstiger ist, die Wahl zu ändern und zur anderen Tür zu wechseln oder bei der erstgewählten Tür zu bleiben. Und die Diskussion darum kam erst so richtig in Gang, als eine Amerikanerin namens Marilyn vos Savant behauptete, es sei besser zu wechseln. Marilyn vos Savant  war die Frau mit dem höchsten Intelligenzquotienten in Amerika und vielleicht sogar in der ganzen Welt.

Allerdings gab nicht viele Leute, die ihr zustimmten, wohl aber genug, die sich über ihre Behauptung entsetzten, darunter waren viele Universitätsprofessoren. Es ist auf den ersten Blick offensichtlich, dass es völlig egal ist, ob man wechselt oder nicht. Die Gewinnchancen bleiben davon unberührt.

In Deutschland erschien 1992 ein Buch mit dem Titel "Das Ziegenproblem" von Gero von Randow (ISBN 3-499-19337-X). Wer mehr über dieses Problem und über andere Themen aus der Wahrscheinlichkeitsrechnung erfahren möchte, dem sei das Buch empfohlen.

Ebenso wie Gero von Randow kamen mit der Zeit immer mehr Leute zu der Überzeugung, das Marilyn vos Savant Recht hatte. Es ist besser, zu wechseln als nicht zu wechseln.

Frau vos Savant führte ihren Beweis durch mit einer Methode, die in der Wahrscheinlichkeits-rechnung oft verwendet wird, durch Auszählen aller Möglichkeiten. Angenommen, man entscheidet sich zuerst für die Tür Nr.1. Das folgende Beispiel zeigt, welche Ereignisse stattfinden können.
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Angenommen, der Kandidat entscheidet sich zuerst für Tür 1. (Natürlich sieht niemand, was hinter den Türen ist.)

Der Moderator öffnet daraufhin die Tür 3 (allgemein: eine Tür, hinter der eine Ziege steht). Denn nur er weiß, wo das Auto steht. 

Dann stellt er den Kandidaten vor die Wahl, zur Tür 2 zu wechseln oder bei seiner ersten Wahl zu bleiben.

erste Wahl: Tür 1

Gewinnmöglichkeiten beim Nicht-Wechsel

Tür 1
Tür 2
Tür 3
Ergebnis

Auto
Ziege
Ziege
Gewinn

Ziege
Auto
Ziege
Verlust

Ziege
Ziege
Auto
Verlust

erste Wahl: Tür 1

Gewinnmöglichkeiten beim Wechsel

Tür 1
Tür 2
Tür 3
Ergebnis

Auto
Ziege
Ziege
Verlust

Ziege
Auto
Ziege
Gewinn

Ziege
Ziege
Auto
Gewinn

Man kann nicht leugnen, dass die Anzahl der Gewinn-Ereignisse größer ist, wenn die Tür gewechselt wird. Das Verhältnis von Gewinn zu Verlust beträgt 2 zu 1.
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Auch wenn das Zählprinzip, also das Abzählen aller möglichen Ereignisse, in der Wahrscheinlichkeitsrechnung oft verwendet wird, hat es doch einen Nachteil. Es wird nämlich als Beweis nicht akzeptiert.

Auch hier zeigt sich das Problem: Man sieht zwar, dass die Gewinnwahrscheinlichkeit größer ist als die Verlustwahrscheinlichkeit, aber man kann es rechnerisch, also nach strengen mathematischen Regeln nicht berechnen. Und ein Beweis, der nicht  mit mathematischen Mitteln geführt werden kann, ist in den Augen der Mathematiker kein Beweis. 

Auch in früheren Zeiten wurde zur Ermittlung von Wahrscheinlichkeiten eine weitere Methode verwendet. Man führte sehr viele Versuche durch und notierte die Ergebnisse. Seitdem das Gesetz der großen Zahl entdeckt wurde, ist diese Methode relativ aufschlussreich. Seine wirkliche Bedeutung hat es erlangt, als die Versuche mittels Computer-Rechner durchgeführt werden konnten. Hunderttausende oder sogar Millionen von Versuchen sind kein Problem mehr. Der Einsatz der elektronischen Rechnertechnik ist für die Mathematik sicher ebenso bedeutungsvoll wie das Mikroskop in der Biologie.

Auf der nächsten Seite steht ein BASIC Programm, mit dem das Ziegenproblem simuliert werden kann. Die Ergebnisse zeigen stets annähernd das gleiche Gewinn / Verlust Verhältnis.

Das Ziegenproblem ist ein geeignetes Beispiel, um sich Gedanken über einen Algorithmus (Programmvorschrift) zu machen, der einen realen Vorgang - hier das Spiel - in den logischen Ablauf eines Programms umzusetzen. 

Beim Ziegenproblem lauten die wichtigsten Bedingungen:

- es werden den 3 Türen ein Auto, eine Ziege und eine weitere Ziege zufällig zugeordnet

- es muss von 3 Türen eine Tür  zufällig ausgewählt werden

- es muss von den 2 nicht ausgewählten Türen eine ausgewählt werden, hinter der eine   

  Ziege steht

  Dies ist vielleicht die eigentlich schwierige Stelle des Programms. Es ist gleichbedeutend   

  mit: von 3 Türen wird eine zufällig ausgewählt, aber die Tür darf nicht die erstgewählte Tür   

  sein und hinter dieser Tür darf nicht das Auto stehen.
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10
REM Ziegenproblem

20
CLS

30
PRINT "Das Ziegenproblem / Spiel-Simulation / 10 Spiele mit je 1000 Versuchen"

40
RANDOMIZE TIMER

50
FOR I = 1 TO 10

60
R = 0: F = 0

70
FOR J = 1 TO 1000

80
A = INT(3*RND+1)

90
W1 = INT(3*RND+1)

100
M = INT(3*RND+1)

110
IF M = A THEN GOTO 100

120 
IF M = W1 THEN GOTO 100

130
W2 = 6 -M -W1

140
IF W2 = A THEN R = R+1

150
IF W1 = A THEN F = F+1

160
NEXT J

170
PRINT I; "Wechseln ist richtig:"; R; "Wechseln ist falsch:"; F

180
NEXT I

190
END

Warum kann ein solches Programm nicht als mathematischer Beweis gelten? Hauptsächlich aus zwei Gründen. 

Erstens: Es könnte ein Fehler im Programm sein. Das heißt, das Programm berechnet zwar etwas korrekt, aber das berechnete ist nicht das gesuchte Ergebnis.

Zweitens: Das Programm könnte schon von vornherein nicht die korrekte Simulation des Spiels darstellen. Denn wer kann beweisen, dass dieser Algorithmus tatsächlich dem wirklichen Ablauf des Spiels entspricht?

So ist es z.B. merkwürdig, dass in den oben aufgeführten Tabellen nur 3 mögliche Verteilungen von Auto und Ziegen aufgeführt sind, während eine Permutation von 3 Elementen = 6 Möglichkeiten ergibt.

In der Excel 97 Datei "Ziegenproblem-1" (ziege-1) ist eine Spielsituation simuliert, wo man selbst Kandidat sein kann. Der Algorithmus ist hier mit den Mitteln programmiert, die Excel zur Verfügung stellt.

Tür 1


Auto





Tür 2


Ziege





Tür 3


Ziege








