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Zu dieser Datei gehört die Excel Datei "Zinseszinsrechnung"

*****************************************************************************************************************************

Zinseszins-Rechnung

Übersicht

· Aufzinsen eines Anfangskapitals mit der einfachen Zinsformel

· Herleitung der Zinseszinsformel

· Aufzinsen eines Anfangskapitals mit der Zinseszins-Formel

· Die allgemeine Zinseszins-Formel

· Der Aufzinsungs-Faktor

· Abzinsen eines Endkapitals mit der Barwert-Formel

· Der Abzinsungs-Faktor

· Berechnung von Zinsen, Zinssatz, Laufzeit bei der Zinseszinsrechnung

· Berechnung des Renten-Endwertes

· Berechnung des Renten-Barwertes
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Die Zinseszins-Rechnung unterscheidet sich von der (linearen) Zinsrechnung dadurch, dass die entstehenden Zinsen zum Kapital hinzugefügt werden, sodass in der nachfolgenden Zinsperiode das um die davor entstandenen Zinsen vermehrte Kapital verzinst wird.

******************************************************************************************************************************

Aufzinsen eines Anfangskapitals

An einem Beispiel soll der Unterschied zwischen Zinsrechnung und Zinseszinsrechnung verdeutlicht werden sowie die Zinseszins-Formel hergeleitet werden.

Beispiel 1

1000 Euro werden für 4 Jahre zu 5% Zinsen p.a. angelegt. Welches Kapital entsteht, wenn die jährlichen Zinsen dem Kapital zugerechnet werden und das Endkapital nach 4 Jahren ausgezahlt wird?

K0
=     Kapital zu Beginn der Laufzeit (Anfangskapital)

Kn
=     Kapital am Ende des n-ten Jahres

n
=     Laufzeit in  Jahren

Zn
=     Zinsen im n-ten Jahr

Summarische Berechnung mittels der einfachen Zinsformel
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Am Ende der Laufzeit werden 1215, 51 Euro ausgezahlt.

******************************************************************************************************************************
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Herleitung der Zinseszins-Formel

Aus dem Anfangskapital K0 und den Zinsen Z1 ergibt sich für das Kapital K1 am Ende des ersten Jahres:
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Für Z1 kann man einsetzen:
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Wenn man K0 ausklammert, erhält man die Formel:
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Nun kann man in fortgesetzter Folge die einzelnen Kapitalbeträge einsetzen.
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Für die Werte aus dem Beispiel 1 ergibt sich
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Damit erhält man die 

Allgemeine Zinseszins-Formel
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Den Klammerausdruck (mit Exponent) nennt man Aufzinsungs-Faktor qn
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Zur Vereinfachung der Rechnung werden Tabellen verwendet, in denen man Aufzinsungsfaktoren für entsprechende Zinssätze und Laufzeiten ablesen kann. Mit der Entwicklung elektronischer Rechentechnik werden solche Tabellen auch entbehrlich.

******************************************************************************************************************************
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Abzinsen eines Anfangskapitals

Man kann auch feststellen, welches Anfangskapital nötig ist, um nach n Jahren bei einem bestimmten Zinssatz ein bestimmtes Endkapital zu erreichen. Dabei wird das Endkapital sozusagen abgezinst (diskontiert) und man ermittelt den Barwert des Endkapitals.

Beispiel 2

Wie hoch ist der Barwert eines Kapitals, das in 3 Jahren bei 5% Zinseszinsen auf 3000 Euro angewachsen ist?

K0
=     Kapital zu Beginn der Laufzeit (Anfangskapital)

Kn
=     Kapital am Ende des n-ten Jahres

n
=     Laufzeit in  Jahren

qn
=     Aufzinsungs-Faktor

Herleitung der Barwert-Formel aus der Zinseszins-Formel

Für das Endkapital gilt
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Stellt man die Formel um, erhält man für K0  
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Das Anfangskapital (= der Barwert des Endkapitals) beträgt 2591,51 Euro.

Für die Barwert-Ermittlung gilt die Allgemeine Barwert-Formel
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  heißt Abzinsungs-Faktor.
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Berechnung der Zinsen

Die Zinsen ergeben sich aus der Differenz von Anfangs- und Endkapital.

******************************************************************************************************************************

Berechnung des Zinssatzes

Den Zinssatz kann man näherungsweise ermitteln mit Hilfe der Zinseszinstabelle. Dafür wird zunächst der Aufzinsungsfaktor berechnet und dann aus dem Aufzinsungsfaktor und der Laufzeit der nächstliegende  Zinssatz abgelesen. Dieser Zinssatz ist kaufmännisch genau.

Der Zinssatz kann auch mathematisch genau berechnet werden. Auch das erfolgt über den Aufzinsungsfaktor, denn es gilt die Formel
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    worin  p  der Zinssatz ist.

Ebenfalls gilt
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Man kann den Zinssatz also berechnen, wenn folgende Werte gegeben sind

· Anfangskapital

· Endkapital

· Laufzeit

Wenn der Aufzinsungsfaktor bekannt ist, kann man den Zinssatz berechnen über die Beziehung
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Beispiel 3

Zu welchem Zinssatz wurden 12000,00 Euro angelegt, wenn nach 3 Jahren ein Endkapital von 14091,00 Euro entstanden ist?
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Das Kapital wurde zu 5,5% verzinst.

******************************************************************************************************************************

Zinseszins-Rechnung                                                                                                                                                                                    7/13


Berechnung der Laufzeit

Auch die Laufzeit kann näherungsweise aus der Zinseszinstabelle ermittelt werden. Dazu muss ebenfalls der Aufzinsungsfaktor bekannt sein.

Man kann die Laufzeit auch mathematisch genau berechnen. Das erfolgt mit Hilfe von Logarithmen (die auch mit Excel automatisch berechnet werden). Es gilt die Formel
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Den Aufzinsungsfaktor berechnet man am einfachsten mit der Formel
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Man kann die Laufzeit also berechnen, wenn folgende Werte gegeben sind

· Anfangskapital

· Endkapital

· Zinssatz

Beispiel 4

In welcher Zeit wächst ein Kapital von 7450,00 Euro bei 7% Zinseszins auf 10449,00 Euro?
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Die Laufzeit beträgt 5 Jahre.

******************************************************************************************************************************
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Die Rentenrechnung

Die Rentenrechnung ist eine Form der Zinseszinsrechnung. Renten sind Geldleistungen, die zu regelmäßig wiederkehrenden Zeitpunkten in gleicher Höhe gezahlt werden. Eine einzelne Zahlung heißt Rentenrate.

Wenn die Zahlungen am Ende eines Jahres geleistet werden, spricht man von nachschüssigen Renten. Erfolgen die Zahlungen am Anfang des Jahres, heißen sie vorschüssige Renten.

Die Summe aller Rentenraten einschließlich Zinseszinsen nach n Jahren nennt man Renten-Endwert Rn.

******************************************************************************************************************************

Berechnung des nachschüssigen Renten-Endwerts

Man kann sich den Renten-Endwert vorstellen als Summe der Zinseszinsrechnungen über eine bestimmte Laufzeit.

Beispiel 5

Am Ende eines jeden Jahres werden 500,00 Euro eingezahlt. Auf welchen Betrag sind die Einzahlungen angewachsen, wenn die letzte Rate am Ende des 5. Jahres geleistet wird und der Zinssatz 3% beträgt?

Zunächst können mit der Zinseszinsformel die Beträge für jedes Jahr berechnet werden.
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Rentenrate
Jahr
Aufzinsungsfaktor
Endwert

500
1. Jahr  /  n = 4
          1,034
          562,75

500
2. Jahr  /  n = 3
          1,033
          546,36

500
3. Jahr  /  n = 2
          1,032
          530,45

500
4. Jahr  /  n = 1
          1,03
          515,00

500
5. Jahr  /  n = 0
          1,00
          500,00



Summe
        2654,56

Die Summe der Einzahlungen zuzüglich der Zinseszinsen beträgt 2654,56 Euro.

Mathematisch stellt die Summe der nachschüssigen Rentenraten eine geometrische Reihe dar, die mit einer Summenformel berechnet werden kann.

Allgemeine Formel für den nachschüssigen Renten-Endwert
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     heißt  nachschüssiger Renten-Endwert-Faktor 

Den Aufzinsungsfaktor berechnet man mit der bekannten Formel


[image: image27.wmf]q

p

100

n

n

=

+

æ

è

ç

ö

ø

÷

1


Zinseszins-Rechnung                                                                                                                                                                                    9/13


Beispiel 6

Es werden 16 Jahre lang am Ende jedes Jahres jeweils 2400,00 Euro eingezahlt und mit 3% verzinst. Welcher Betrag ist nach 16 Jahren entstanden?
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Das Kapital ist auf 48376,48 Euro angewachsen.

Bei diesen Rechnungen mit Formel oder Tabelle kann es zu abweichenden Lösungen durch Rundungsfehler kommen.

*****************************************************************************************************************************
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Berechnung des vorschüssigen Renten-Endwerts

Ebenso wie bei der Zinseszinsrechnung kann man auch bei der Rentenrechnung den vorschüssigen Renten-Endwert berechnen.

Beispiel 7

Am Anfang eines jeden Jahres werden 500,00 Euro eingezahlt. Auf welchen Betrag sind die Einzahlungen angewachsen, wenn die letzte Rate am Ende des 5. Jahres geleistet wird und der Zinssatz 3% beträgt?

Zunächst können mit der Zinseszinsformel die Beträge für jedes Jahr berechnet werden.
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4. Jahr  /  n = 2
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500
5. Jahr  /  n = 1
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Summe
        2734,20

Die Summe der Einzahlungen zuzüglich der Zinseszinsen beträgt 2734,20 Euro.

Allgemeine Formel für den vorschüssigen Renten-Endwert
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Den Aufzinsungsfaktor berechnet man mit der bekannten Formel


[image: image35.wmf]q

p

100

n

n

=

+

æ

è

ç

ö

ø

÷

1


Zinseszins-Rechnung                                                                                                                                                                                  11/13


Beispiel 8

Es werden 16 Jahre lang am Anfang jedes Jahres jeweils 2400,00 Euro eingezahlt und mit 3% verzinst. Welcher Betrag ist nach 16 Jahren entstanden?
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Das Kapital ist auf 49827,78 Euro angewachsen.
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Berechnung des nachschüssigen Renten-Barwertes

Auch bei der Rentenrechnung kann der Barwert eines Kapitals berechnet werden. Dabei wird in die Rechnung der Abzinsungsfaktor einbezogen.

Allgemeine Formel für den nachschüssigen Renten-Barwert
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     heißt  nachschüssiger Renten-Barwert-Faktor 

Beispiel 9

Welcher Betrag muss bei einer Verzinsung von 3% eingezahlt werden, damit für 12 Jahre an jedem Jahresende eine Rente von 1500 Euro ausgezahlt werden kann?
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Es muss ein Betrag von 14931,01 Euro eingezahlt werden.
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Berechnung des vorschüssigen Renten-Barwertes

Bei der vorschüssigen Rentenzahlung wird die letzte Rente bereits zu Beginn des n-ten Jahres ausgezahlt. Daher fallen Zinsen nur für n minus 1 Jahre an.

Allgemeine Formel für den vorschüssigen Renten-Barwert
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Beispiel 10

Welcher Betrag muss bei 3% Verzinsung eingezahlt werden, damit für 12 Jahre an jedem Jahresanfang eine Rente von 1500 Euro ausgezahlt werden kann?
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Es muss ein Betrag von 15378,94 Euro eingezahlt werden.
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