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Beschreibende Statistik / Grundlagen (1)

Diese Datei gibt eine Einführung in die Grundlagen der beschreibenden Statistik.

Die Grundbegriffe werden in kurzer Form behandelt. Nach einigen Grundbegriffen sind Stichwörter aufgeführt, die durch Hyperlinks (blau) innerhalb dieser Datei zu weiteren Erläuterungen zu den Begriffen führen. Außerdem können über die Links Beispiele und Aufgaben erreicht werden. (Über die Symbolleiste "Web" und das Zurück-Icon (Pfeil nach links) gelangt man wieder  zurück.)

Diese Datei kann beliebig bearbeitet und erweitert werden.

Die Datei enthält auch einige Arbeitsvorlagen, z.B. Urlisten für statistische Aufgaben.
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Grundbegriffe

Den Aufgaben zur beschreibenden Statistik liegen Mengen zugrunde, deren Elemente bestimmte Merkmale / Eigenschaften besitzen.

Die Menge heißt Beobachtungsmenge (Population, Gesamtheit). Die Elemente heißen Beobachtungseinheiten oder Merkmalsträger.

Ein Merkmal kann mehrere Ausprägungen haben. Ausprägungen werden durch Zahlenwerte dargestellt. Dadurch ergibt sich oft eine Skala der Ausprägungen.

Eine statistische Erhebung (Stichprobe) ist eine Untersuchung der Merkmalsträger einer Beobachtungsmenge hinsichtlich der Ausprägung bestimmter Merkmale. Eine statistische Erhebung hat einen Umfang n mit n Beobachtungseinheiten.

Das Ergebnis einer statistischen Untersuchung wird in einer Liste festgehalten, die Urliste heißt (weil es die ursprünglichen Werte sind). Jede statistische Untersuchung basiert auf einer Urliste. Die Elemente einer Urliste heißen Daten. (Im mathematischen Sprachgebrauch kann man sie auch als Werte bezeichnen.) Sie werden oft mit  einem x  mit Index (Fußzahl zur Unterscheidung) bezeichnet: x1, x2, x3 ... xn. Daten werden immer empirisch gewonnen, d.h. durch eine Erfassung in der Wirklichkeit.
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Stichwörter (durch Anklicken der verlinkten Stichwörter gelangt man zum Text)
arithmetisches Mittel
Ausprägung von Merkmalen
Durchschnitt
empirisches Gesetz der großen Zahlen
geometrisches Mittel
Grundbegriffe
Häufigkeit / absolute und relative Häufigkeit / Häufigkeitsverteilung

Histogramm
harmonisches Mittel
Intervallklassen
Klassenmitte
Merkmale / Merkmalsträger 

Parameter / Lageparameter / Streuungsparameter

Skalen
Standardabweichung
Urliste
Varianz
Variationskoeffizient
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Merkmale:

a) metrische / quantitative


a) stetige (können Werte in einem bestimmten Bereich annehmen)


b) diskrete (können nur einzelne, isolierte Werte annehmen)

b) nichtmetrische / qualitative

Skalen:

a) Nominalskala
Die Merkmalsausprägungen drücken eine Verschiedenartigkeit aus. Die Ausprägungen können verbal oder numerisch beschrieben werden.

Beispiele: Geschlecht / Familienstand / Religionszugehörigkeit

d) Ordinalskalen

Die Ausprägungen drücken neben einer Verschiedenartigkeit auch eine natürliche Rangordnung aus, sie können verbal oder numerisch beschrieben werden. 

Beispiele: Zensuren / Rangplätze der Fußball-Liga / Musik-Charts

c) Intervallskala
Die Ausprägungen werden grundsätzlich numerisch dargestellt. Neben der Rangordnung können bei einer Intervallskala auch die Abstände zwischen den Ausprägungen verglichen werden.

Beispiele: Temperaturskala / Längen- und Breitengrade der Erde

d) Verhältnisskala
Eine Verhältnisskala bezieht sich immer auf einen natürlichen Nullpunkt. Bei einer Verhältnisskala können Quotienten zweier Ausprägungen gebildet werden, z.B. ist 100 kg Körpergewicht das Doppelte von 50 kg Körpergewicht.

Beispiele: Alter / Körpergröße / Einkommen

e) Absolutskala
Neben den Eigenschaften der Verhältnisskala hat die Absolutskala eine natürliche Einheit, die maßstab-unabhängig ist. Bei Absolutskalen handelt es sich um Stückzahlen.

Beispiele: Kinderanzahl / Autoanzahl /
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Häufigkeit
Wenn in einer Urliste gleiche Merkmale (oder gleiche Ausprägungen von Merkmalen) vorkommen, kann man deren Häufigkeit bestimmen. Es gibt:

a) absolute Häufigkeit

b) relative Häufigkeit

Bei der absoluten Häufigkeit ni werden dieselben Merkmale / Ausprägungen zusammengezählt (absolute Werte). Bei der relativen Häufigkeit hi wird die absolute Häufigkeit dividiert durch den Umfang n der Erhebung.
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Die relative Häufigkeit ist praktisch ein prozentualer Anteil eines Merkmals an der Gesamtmenge der Merkmale.

Die relative Summenhäufigkeit ist die Summe aller relativen Häufigkeiten. 

Wird die relative / absolute Häufigkeit dem jeweiligen Merkmal / Ausprägung zugeordnet, erhält man eine Funktion (im Sinne einer Abbildung einer Menge auf eine andere), die man Verteilung der relativen / absoluten Häufigkeit nennt oder kurz: Häufigkeitsverteilung.

Häufigkeitsverteilungen werden oft grafisch dargestellt. Ein oft verwendetes Diagramm ist das Histogramm, eine Art Säulendiagramm.

Oft liegen Ausprägungen innerhalb eines Intervalls, das vorher festgelegt wird. Innerhalb des Intervalls können die Ausprägungen verschiedene Werte haben, es tritt eine Schwankung auf. Die Schwankungen innerhalb eines Intervalls werden bei der Erfassung nicht mehr unterschieden, es wird nur gefragt, wieviele Werte im Intervall liegen. Intervalle können in Intervallklassen eingeteilt werden, was im Grunde nur eine genauere Bezeichnung (Intervallgrenzen) des Intervalls bedeutet.

Mit zunehmendem Umfang einer Urliste kann man folgendes Phänomen beobachten: die relativen Häufigkeiten schwanken um einen bestimmten festen Wert und gleichen sich diesem Wert an. Daraus kann man vermuten, dass es einen "genauen" Wert für die relative Häufigkeit gibt. Dieses Phänomen nennt man das empirische Gesetz der großen Zahlen (weil es mit immer größerem Umfang der Urliste immer deutlicher wird).
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absolute Häufigkeit

Um die absolute Häufigkeit eines Merkmals (oder einer Ausprägung des Merkmals) zu ermitteln, wird die Anzahl ein und desselben Merkmals festgestellt. Wie oft ist dasselbe Merkmal in der statistischen Erhebung vertreten?

Beispiel

Häufigkeit der Zensuren im Fach Mathematik einer Klasse 10

Gesamtumfang der Erhebung: 32

Häufigkeitstabelle

Zensuren
1
2
3
4
5
6
Summe

Mädchen
3
4
4
4
2
-
17

Jungen
2
3
5
2
1
2
15

Summe
5
7
9
6
3
2
32

Die Zensur 3 ist  9 mal aufgetreten, ihre absolute Häufigkeit ist demnach 9. 

relative Häufigkeit

Um die relative Häufigkeit des Merkmals zu ermitteln, wird die absolute Häufigkeit des Merkmals durch den Gesamtumfang der Erhebung geteilt. Wie oft ist dasselbe Merkmal im Verhältnis zu den anderen Merkmalen vertreten?

Die Zensur 3 hat eine relative Häufigkeit  von  
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Weil die relative Häufigkeit das Verhältnis eines Teils zum Ganzen wiedergibt, kann sie als Prozentzahl formuliert werden.

Relative Häufigkeiten beziehen sich immer auf den Gesamtumfang der Stichprobe.
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Aufgabe

Es sollen die Mathematiknoten von zwei Klassen 10a und 10b miteinander verglichen werden. Kann man ein Schlussfolgerung ziehen, welche Klasse besser ist?

Urliste

Zensuren
1
2
3
4
5
6
Summe

10a
2
4
6
10
6
2
30

10b
1
3
5
7
4
2
22

Aus der Urliste kann man unmittelbar die absoluten Häufigkeiten der Zensuren entnehmen. Die relativen Häufigkeiten sind in folgender Tabelle aufgeführt.


Zensuren
1
2
3
4
5
6
Summe

10a
relative Häufigkeit
0,067
0,133
0,20
0,333
0,20
0,067
1,00


in Prozent
6,7 %
13,3 %
20 %
33,3 %
20 %
6,7 %
100 %

10b
relative Häufigkeit
0,045
0,136
0,227
0,318
0,182
0,091
1,00



in Prozent
4,5 %
13,6 %
22,7 %
31,8 %
18,2 %
9,1 %
100 %

Man kann zwar sehen, dass die Klasse 10a prozentual häufiger die 1 und seltener die 6 geschrieben hat als die Klasse 10b. Aber im Bereich der Zensuren 1 bis 3 bzw. 4 bis 6 ist die Klasse 10b besser. In dieser Tabellenform lässt sich schwer ein Vergleich anstellen.

Oft werden Häufigkeiten als Summenhäufigkeiten dargestellt. Dabei wird zu den vorhergehenden Häufigkeiten die nächste immer addiert


Summen-häufigkeit
1
2
3
4
5
6

10a
absolute
2
6
12
22
28
30


relative
0,067
0,2
0,4
0,733
0,933
1,0


in Prozent
6,7 %
20 %
40 %
73,3 %
93,3 %
100 %

10b
absolute
1
4
9
16
20
22


relative
0,045
0,182
0,409
0,727
0,909
1,0


in Prozent
4,5 %
18,2 %
40,9 %
72,7 %
90,9 %
100 %

Aufgrund der relativen Summenhäufigkeiten ist ein differenzierter Vergleich möglich. Er bezieht sich allerdings auf einzelne Zensurenbereiche, z.B. 1 bis 2 oder 1 bis 4. Ein Pauschalurteil über die Leistung beider Klassen ist nicht möglich.
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Häufigkeiten werden zur besseren Veranschaulichung oft in Diagrammen dargestellt. Eine Diagrammform ist das Histogramm.
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Auch relative Häufigkeiten lassen sich im Diagramm darstellen. Zudem können mehrere Häufigkeiten nebeneinander dargestellt werden. Dabei ist vorher immer ein geeigneter Maßstab zu wählen und zu entscheiden, ob die Darstellung sinnvoll, d.h. aussagekräftig ist.
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Oft werden die Merkmale einer Erhebung in Klassen eingeteilt, besonders dann, wenn der Umfang der Erhebung groß ist. Dabei werden Merkmale, die sich nur wenig unterscheiden, in einer Klasse zusammengefasst. Weil es für jede Klasse eine untere und obere Grenze gibt, nennt man sie auch Intervallklasse. Zu beachten ist, dass stets in gleich große Intervallklassen zu unterteilen ist. Die Größe einer Intervallklasse nennt  man Klassenbreite.

Beispiel

An einer schriftlichen Prüfungsarbeit haben 89 Schüler/Innen teilgenommen. Die Bewertung erfolgt in Punkteform im Bereich von 0 bis 50 Punkte.

Für eine Häufigkeitsverteilung in Intervallklassen werden nun die 50 Punkte aufgeteilt in 5 Intervallklassen von je 10 Punkten. Es ergeben sich folgende Tabelle und Histogramm

Intervallklasse
Klassenbreite
absolute Häufigkeit
relative Häufigkeit

1
0 - 10
8
0,09

2
11 - 20
10
0,11

3
21 - 30
22
0,25

4
31 - 40
35
0,39

5
41 - 50
14
0,16
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Die Rechtecke eines Histogramms können durch Geraden verbunden werden. Den entstandenen Linienzug nennt man Häufigkeitspolygon. Es werden immer die oberen Mittelpunkte der Rechteckseiten verbunden.














Es können verschiedene Typen von Häufigkeitspolygonen unterschieden werden.





symmetrisch eingipflig




rechts steil, links schief





links steil, rechts schief




symmetrisch, mehrgipflig





symmetrisch, steilgipflig




symmetrisch, flachgipflig
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Parameter

Um eine bessere Übersicht über die Häufigkeitsverteilung zu bekommen, sucht man nach bestimmten charakteristischen Werten, die man Parameter der Verteilung nennt. Es gibt:

a) Lageparameter

b) Streuungsparameter

Lageparameter der Verteilung sind solche Werte, um die sich die Ausprägungen besonders stark gruppieren. Streuungsparameter sind dagegen Werte, die eine Abweichung (Streuung) verdeutlichen. Weil Parameter die Darstellung vereinfachen, können sie auch zu Informationsverlusten führen.
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Durchschnitt
Der Durchschnitt  ist ein Lageparameter. Er ist das arithmetische Mittel einer Menge von Ausprägungen / Werten. Alle Werte werden addiert und die Summe wird durch die Anzahl der Werte dividiert. Der Durchschnitt wird meistens mit x- oder y-Variable mit einem Querstrich darüber symbolisiert.
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Zur Berechnung kann man zunächst die absolute Häufigkeit bestimmen.
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Dann kann man auch die relative Häufigkeit verwenden.
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Den Durchschnitt kann man sich auch geometrisch vorstellen. In einem Histogramm muss eine Parallele zur x-Achse gefunden werden, so dass die Summe der roten Abstände gleich der Summe der blauen Abstände ist.
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Median (Zentralwert)
Der Median ist ein Lageparameter. Der Median ist auch eine Art Mittelwert, wird aber anders berechnet als der Durchschnitt. Beim Median werden die Ausprägungen / Werte in aufsteigender Reihenfolge angeordnet (sortiert). Der Wert, der genau in der Mitte der Reihe liegt, ist der Median. Wenn die Mitte zwischen zwei Werten liegt, wird das arithmetische Mittel dieser beiden Werte verwendet. Man kann sich den Median auch als geometrische Mitte einer Zahlenstrecke vorstellen.

Die Werte einer Urliste werden der Größe nach geordnet.

Beispiel

In zwei Klassen gibt es auf den Zeugnissen folgende Mathematiknoten.



1,  1,  2,  2,  2,  2,  3,  3,  3,  3,  3,  4,  4,  4,  4,  5,  5,  5,  6,  6,  6






            1,  2,  2,  3,  3,  3,  4,  4,  4,  4,  4,  4,  4,  5,  5,  6

 
Es liegen immer 50 % aller Werte links vom Median und 50 % rechts davon. Man kann auch noch weitere prozentuale Unterteilungen vornehmen, die häufigste sind die Quantile  =  25 % bzw. 75 %.



1,  1,  2,  2,  2,  2,  3,  3,  3,  3,  3,  4,  4,  4,  4,  5,  5,  5,  6,  6,  6
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Geometrisches Mittel

Beim geometrischen Mittel wird aus dem Produkt der Merkmalswerte die Wurzel mit dem Wurzelexponenten n gezogen.
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Mitunter wird auch die absolute Häufigkeit berücksichtigt.
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Das geometrische Mittel wird hauptsächlich als Durchschnittswert berechnet, wenn es sich um Wachstumsprozesse handelt, z.B. Verzinsung von Kapital, Bevölkerungswachstum usw.

Beispiel

In den 4 Quartalen eines Jahres stieg der Umsatz eines Unternehmens um 5 %, 2 %, 6 %, 8 %. Die Steigerung bezieht sich dabei immer auf den Wert des vorangegangenen Quartals. Unter der durchschnittlichen Zuwachsrate p versteht man die für alle Quartale gedachte gleiche Zuwachsrate, die zum tatsächlichen Ergebnis geführt hätte. Diese Zuwachsrate berechnet man mit dem geometrischen Mittel.

1. Quartal    
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2. Quartal    
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3. Quartal    
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4. Quartal    
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Die durchschnittliche Zuwachsrate p ist
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Der durchschnittliche Wachstumsfaktor  
[image: image14.wmf](
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 ist  das geometrische Mittel der einzelnen Wachstumsfaktoren.
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Harmonisches Mittel

Das harmonische Mittel berechnet man aus den Werten einer Urliste.
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Unter Berücksichtigung der absoluten  
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Das harmonische Mittel wird oft verwendet zur Berechnung von Durchschnittsgeschwindigkeiten.

Beispiel

Ein PKW legt die vier gleich langen Teilstrecken einer Gesamtstrecke mit den Durchschnittsgeschwindigkeiten 40 km / h, 50 km / h, 80 km / h, 100 km / h zurück. Bei welcher Durchschnittsgeschwindigkeit, bezogen auf die Gesamtstrecke, würde er diese in derselben Zeit zurücklegen?

Geschwindigkeiten:   
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Teilstrecken:              
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Zeiten:                       
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Für die Durchschnittsgeschwindigkeit v erhält man das harmonische Mittel der Einzelgeschwindigkeiten.
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Varianz und Standardabweichung
Die Varianz ist ein Streuungsparameter. Sie gibt an, in welchem Maß die Ausprägung eines Merkmals sich vom Durchschnitt entfernt. 

Dazu bildet  man die Differenzen:


[image: image24.wmf]x

x

n

-


Von jedem Einzelwert wird also der Durchschnittswert subtrahiert. Damit sich positive und negative Abweichungen nicht gegenseitig aufheben, wird von der Differenz das Quadrat gebildet.
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Diese Quadrate werden summiert und durch den Umfang der Urliste (Erhebung) dividiert. Man erhält einen Quadratwert, der Varianz heißt.
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Zieht man aus der Varianz die Quadratwurzel erhält man die Standardabweichung.
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Wenn der Durchschnitt nicht ganzzahlig ist, kann die Berechnung der Varianz erschwert werden. Deshalb wird nach folgender Umformung die Formel für die Varianz verwendet:
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Die Varianz ist also gleich dem Durchschnitt der Quadrate minus dem Quadrat des Durchschnitts.
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Wenn einige Ausprägungen sehr häufig vorkommen, kann für die Varianz auch folgende Formel verwendet werden.
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Dabei ist:


[image: image32.wmf]x

n

a

n

i

i

i

n

=

×

=

å

1

1


sodass die Varianz berechnet wird mit:
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Es wird hier mit der Ausprägung des Merkmals (Einzelwert) ai und deren absoluter Häufigkeit ni gerechnet.

Durchschnitt und Varianz können auch für Intervallklassen berechnet werden. Dabei werden für die absolute Häufigkeiten ni die Anzahl der Werte, die innerhalb eines Intervalls liegen, genommen. Für die Ausprägung ai des Merkmals wird die Klassenmitte verwendet. Sie ist das arithmetische Mittel der beiden Intervallgrenzen.

Beispiel S. 20
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Beispiel

Ein Versandunternehmen hat 8 Sendungen mit den aufgeführten Verkaufserlösen verschickt. Es soll das arithmetische Mittel und die Standardabweichung ermittelt werden.

Sendung
1
2
3
4
5
6
7
8

Verkaufserlös in Euro
257,98
166,93
182,10
212,45
166,93
197,28
288,33
227,63

arithmetisches Mittel
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Standardabweichung
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Berechnung mit TR CASIO fx-992s

- MODE + 2 (SD)

- SHIFT + Scl

- Werte eingeben und nach jedem Wert  M+ Taste drücken (blau: DATA)

- arithmetisches Mittel: SHIFT + 1

- Standardabweichung: SHIFT + 2
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Variationskoeffizient

Der Variationskoeffizient ist ein sog. relativer Streuungsparameter. Er relativiert die Standardabweichung im Verhältnis zum Durchschnitt. Das ist immer dort angebracht, wo die Standardabweichungen sich auf verschiedene Grundgesamtheiten, man spricht auch von Dimensionen, bezieht. So kann man z.B. schwer feststellen, ob die sportlichen Leistungen eines Hochspringers oder eines Marathonläufers gleichmäßiger sind. Durch den Variationskoeffizienten werden die Leistungen vergleichbarer.
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Der Variationskoeffizient kann auch als Prozentzahl ausgedrückt werden. 

Beispiel

Die Arbeiter eines Unternehmen verdienen 14 Euro pro Stunde, die Arbeiterinnen 11 Euro pro Stunde. Die Standardabweichungen betragen bei den Männern 1,50 Euro / Std. und bei den Frauen 1,30 Euro / Std. Man könnte meinen, dass die Löhne der Männer stärker streuen als bei den Frauen. Die Bewertung der Standardabweichung ist aber vom Lohnniveau abhängig. Dieser Einfluss wird durch den Variationkoeffizienten verdeutlicht.
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s

x

F

F

F

=

=

=

=

1

30

11

0

118

11

8

,

,

,

%


Bei den Männern ist die relative Streuung geringer als bei den Frauen.
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1) Zensuren einer Klassenarbeit mit 25 Schüler/Innen

Schüler/In
Zensur

1
3

2
2

3
2

4
1

5
4

6
5

7
2

8
2

9
1

10
3

11
6

12
3

13
3

14
4

15
5

16
2

17
2

18
1

19
6

20
4

21
3

22
3

23
1

24
1

25
5

Urlisten                                                                                                                                                                  23/25


2) Kupferanteil einer Sorte Draht in 30 Proben

Probe
Kupferanteil in %

1
75,39

2
75,40

3
75,60

4
75,36

5
74,23

6
76,80

7
75,25

8
74,79

9
76,00

10
75,88

11
75,39

12
75,70

13
75,30

14
76,50

15
76,15

16
75,05

17
75,25

18
76,90

19
74,66

20
74,66

21
75,33

22
75,05

23
77,45

24
75,55

25
74,19

26
74,00

27
75,27

28
75,13

29
75,00

30
76,35
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3) Auszug aus einem Fahrtenbuch

Wochentag / Datum
Strecke in km

Mo.
12.05.
26

Mo.
12.05.
57

Di.
13.05.
12

Di.
13.05.
25

Di.
13.05.
70

Mi.
14.05.
33

Mi.
14.05.
208

Mi.
14.05.
15

Mi.
14.05.
15

Do.
15.05.
234

Sa.
17.05.
115

Sa.
17.05.
56

Mo.
19.05.
75

Mo.
19.05.
90

Mo.
19.05.
154

Di.
20.05.
20

Mi.
21.05.
45

Do.
22.05.
122

Fr.
23.05.
24

Mo.
26.05.
34

Mo.
27.05.
20

Di.
28.05.
67

Mi.
29.05.
89

Mi.
29.05.
45

Do.
30.05.
330
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4) Untersuchung über das Wachstum von 125 neunjährigen Kiefern / Einteilung in Klassen mit je 20 cm

Höhe in cm
Anzahl

60
1

80
1

100
2

120
9

140
14

160
22

180
31

200
27

220
9

240
6

260
3

absolute Häufigkeit





relative Häufigkeit





absolute Häufigkeit





Zensuren





Zensuren





1





10





5





10





5





1





absolute Häufigkeit der Zensuren Klasse 10a





absolute Häufigkeit der Zensuren Klasse 10b





1       2      3       4       5       6





1       2      3       4       5       6





relative Häufigkeiten der Zensuren Klassen 10a grün / 10b gelb





0,35





0,175





0,035





Zensuren





1       2      3       4       5       6





0,315





0,14





0,105





0,07





0,28





0,245





0,21





relative Häufigkeit





relative Klassenhäufigkeit der erreichten Punkte





0,5





0,25





0,05





Punkte





0 - 10    11 - 20   21 - 30   31 - 40  41 - 50





 Häufigkeit

















Quantil





Intervallklassen





Quantil





Durchschnitt





Median





x





1





5





10





Median





y
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