TEMA O

Sucesiones y series numeéricas

Objetivos: Los objetivos son: (1) estudiar la convergencia de las sucesiones
numéricas, (2) Conocer las series numeéricas y sus propiedades; (3) saber aplicar

los criterios y estudiar la convergencia de las series numéricas.

Prerrequisitos: Manipulacién de expresiones y propiedades de las funciones
elementales. Concepto de limite de una funcién y calculo de limites (regla de
L’Hoépital).

Contenido:

» LECCION 6.1 SUCESIONES NUMERICAS. DEFINICION, CARACTERISTICAS
Y CONVERGENCIA. ESTUDIO DE LA CONVERGENCIA Y CALCULO DE
LIMITES. INFINITESIMOS EQUIVALENTE.

» LECCION 6.2 SERIES NUMERICAS. DEFINICION, PROPIEDADES ELEMEN-
TALES Y SUMA DE SERIES. CRITERIOS DE CONVERGENCIA.

» LECCION 6.3 SERIES FUNCIONALES. Introduccién: funciones definidas
mediante series. Series de potencias y series de Taylor. Aplicaciones a la
suma y aproximacién de series numéricas. Series trigonométricas y serie

de Fourier.
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LECCION 6.1

Sucesiones numéricas

La palabra sucesion designa una coleccién ordenada de objetos, de modo
que uno de ellos se identifica como el primero, otro como el segundo, etc. Por

lo tanto, una sucesién numérica es una secuencia de numeros ordenados.

DEFINICION 6.1 Una sucesién de ntimeros reales es una aplicacion a: N — R.

0O 1 2 3 ... n
L P
ap a1 a2 az ... (079

Estas funciones se representan con notacién de subindices en lugar de con
paréntesis, es decir, al 0 le hace corresponder ag (en lugar de a(0)), al 1 le
hace corresponder a; (en lugar de a(1)), y asi sucesivamente.

Los ntimeros reales ag, a1, as,as, ..., ay,,... sonlos términos de la sucesion;
an es el término n-ésimo de la sucesion, es decir, el término que ocupa la
posicién n y se denomina término general de la sucesiéon; y la sucesiéon completa
se denota {ay}, o simplemente a,,. En algunas ocasiones no serd posible o no
interesara comenzar la sucesién con ag, sino en cualquier otro término, de

modo que la sucesion serd: {ak, agi1, k12, - .. } para algin k > 0.

EJEMPLO 6.1.1 Veamos algunos ejemplos de sucesiones:

= Los términos de la sucesion a,, = % con n > 1 son
111 1
1’§’§’Z’--.’E..-
» Los términos de la sucesién b, = (—1)" son

1L,—1,1,-1,1,...,(=1)", ...

n

. . 1
Los términos de la sucesién ¢,, = =——— con n > 1 son
n

[

5

2l 1221 221 201
o

12 7 22 7 32 7 42

L=1,

)

e~ w
Ne) N

» Los términos de la sucesién d,, = 1+2+43+--4n 0y > 1 son

nn

1 1+2 1+2+3 1+2+3+4

)
11 ) 22 Y 33 ) 44 ) ’ .

_132 5
47971287 -
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En los ejemplos anteriores, hemos definido la sucesion a partir de la férmu-
la que proporciona el término general. Sin embargo, existen otras formas de
expresar o dar a conocer los términos de una sucesiéon. Una de ellas es uti-
lizando una propiedad caracteristica. Por ejemplo, la sucesiéon de nimeros
naturales acabados en 7 es {7,17,27,37,47,57,67, ...}, la sucesién de nime-
ros pares es {2,4,6,8,10,12,14, 16,18, ...}, la sucesién de multiplos de 3 es
{3,6,9,12,15, ... } olasucesién de niumeros primos es {2,3,5,7,11,13,17,... }.

Otra forma de definir una sucesién es mediante una ley de recurrencia
o férmula que permita calcular un término a partir de los términos que le
preceden. En este caso sera necesario conocer uno o varios términos iniciales.
Por ejemplo, la ley de recurrencia:
ap = 1
ap =Mn—+ap—1 si n>1
define la sucesién {1,3,6,10,15,21,28,...} donde a, es la suma de los n pri-

meros numeros naturales, que también se puede expresar asi:

- n(n+1)
n = ]{jzi
a ; 5

Dependiendo de la ley de recurrencia, a veces es necesario conocer méas de un

término de la sucesién. Por ejemplo, la ley de recurrencia
al = ay = 1
Ap = QAp_1+ap_o si n>2

que define la sucesién {1,1,2,3,5,8,13,21,...}, conocida como sucesién de
Fibonacci. Como en el caso anterior, para calcular el término general de la
sucesion serd necesario resolver la ecuacién de recurrencia (contenidos de la

asignatura de Matematica Discreta) y, en este caso, obtenemos que:

1 (145 1 (1=

NG 2 V5 2

Ay =

Monotonia de una sucesién

Como vemos en la siguiente definicién, el palabra monotonia se refiere a
las propiedades de crecimiento o decrecimiento de los términos de la sucesién.

DEFINICION 6.2 Sea a,, una sucesién de nimeros reales:
1. Decimos que a, es monotona creciente o simplemente creciente si

an < apt1  para todo n

y decimos que es estrictamente creciente si a, < an4+1 para todo n.
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2. Decimos que a, es mondtona decreciente o simplemente decreciente si
Gn > Gnt+1  para todo n

y decimos que es estrictamente decreciente si a, > an41 para todo n.

Para estudiar la monotonia de una sucesion, tendremos que probar que se
cumple alguna de las desigualdades anteriores y, para ello, podemos utilizar
métodos de demostracién como induccién o reduccién al absurdo. Otro método
alternativo consiste en considerar (si tiene sentido) la funcién de variable real
f definida en [1,00) y tal que f(n) = a,, y determinar el crecimiento de esta
funcién estudiando el signo de la primera derivada. Si f es mondtona entonces
a, también lo sera.

EJEMPLO 6.1.2 En el ejemplo 6.1.1, las sucesiones a,, y d,, son decrecientes,

la sucesién b, no es mondétona y la sucesién ¢, es creciente. -

Acotacién de una sucesién

DEFINICION 6.3 Sea a,, una sucesion de nimeros reales:

1. Decimos que a,, estd acotada superiormente si el conjunto {a, | n € N}

estd acotado superiormente; es decir,

st existe un numero real M tal que a, < M para todo n.

2. Decimos que a, estd acotada inferiormente si el conjunto {a, | n € N}
estd acotado inferiormente; es decir,

st existe un numero real M tal que M < a, para todo n.

3. Decimos que ay, estd acotada si el conjunto {a, | n € N} estd acotado
superior e inferiormente; es decir,

si existe un numero real positivo M tal que |ay| < M para todo n.

EJEMPLO 6.1.3 En el ejemplo 6.1.1, las sucesiones a,, b, y d,, estan acotadas,

v la sucesion ¢, estd acotada inferior pero no superiormente. -
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Subsucesiones

Una subsucesién es un subconjunto de términos de la sucesiéon ordenados

de la misma forma y que constituyen una nueva sucesion.

DEFINICION 6.4 Decimos que la sucesion b, es una subsucesion de a,, si exviste
una aplicacion f: N — N estrictamente creciente tal que: by, = ay(y).

La condicién de crecimiento de f asegura que el orden de los términos de

la subsucesion es el mismo que el de los términos de la sucesién de origen.

Por ejemplo, para una sucesién cualquiera, a,,, los términos correspondien-

tes a los indices pares forman una subsucesién que es

azn = {az, a4, a6,as,a10,012,. .. }

e igualmente, los términos correspondientes a los indices impares también for-

man una subsucesion que es

aapn—1 = {(11, as, a5, a7, a9, A1y, - - }

(="

EJEMPLO 6.1.4 La subsucesion a,2_; de la sucesion a,, = ~—;

es

-11 -1 1 -1 1
3787157247 357487

6.1.1. Convergencia de una sucesién

La caracteristica mas importante que se estudia en una sucesién es su com-
portamiento a largo plazo, es decir, la tendencia de los términos de la sucesién

hacia un valor limite. Esta posible propiedad se denomina convergencia.

DEFINICION 6.5 Sea a,, una sucesion.

1. Decimos que £ € R es el limite de la sucesion a, si para todo € > 0,
existe un nimero natural N tal que |a, — £| < € para todo n >
N (véase la figura 6.1). En tal caso escribimos lima, = lim a, = ¢

n—oo

y decimos que a, es convergente y converge a . Si la sucesion no es
convergente, decimos que es divergente.

2. Decimos que +00 es el limite de la sucesion ay, si para todo M € R,
existe un numero natural N tal que a,, > M para todon > N.
En tal caso decimos que la sucesion diverge a +oo y escribimos lim a,, =
+oo.
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Figura 6.1: Si lima, = ¢ entonces para n > N los términos de la sucesion

distan de ¢ menos de £ unidades.

3. Decimos que —oo es el limite de la sucesion a, si para todo M € R,
existe un numero natural N tal que a,, < M para todo n > N.
En tal caso decimos que la sucesion diverge a —oo y escribimos lim a,, =

—0Q.

En adelante utilizaremos la siguiente notacién: R = R U {—o00, +00}; este

conjunto se denomina R ampliado.
Veamos ahora una serie de resultados relacionados con la convergencia de
sucesiones.

PROPOSICION 6.6 Una sucesién convergente tiene un tnico limite.

PROPOSICION 6.7 Sean a, y b, dos sucesiones convergentes a £ y m respecti-

vamente; entonces:

1. lim(a, +by) =L+ m

2. limayb, =£€-m

. Si b, # 0 para todo n y m # 0, entonces lim 1_ i
b, m

Co

4. Si by, >0 para todon > N ym =0, entonces h'rnbi = +00
n

. 1
5. Si b, <0 para todon > N ym =0, entonces lim b= —00
n
Esta proposicién se generaliza a limites infinitos con la proposicién siguien-
te. En el enunciado de la misma vamos a utilizar varias expresiones donde se

utiliza el simbolo oo; tales expresiones deben considerarse como abreviaturas;
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por ejemplo, +o0o + £ = 400 debe leerse como sigue: el limite de una sucesion

que es suma de una sucesion divergente a +00 y otra convergente a £, es +0o.

PROPOSICION 6.8 Las siguientes igualdades simbdlicas son vdlidas:

1. oo+ {=+00
2. (+00) + (+00) = (+00), (—00) + (—00) = (—00).
3. (+00)(+00) = +00, (—00)(=00) = +00, (+00)(=00) = —o%.

4. 1/(£00) =0

Como se puede ver, las siguientes situaciones no estan contempladas en la

proposicién anterior y, por tanto, no pueden resolverse directamente:

o0

(2) (5) @ )=o)

Si, en una primera evaluacion, nos encontramos con uno de estos casos, dire-
mos que el limite esta indeterminado (a priori). En estos casos necesitaremos
realizar transformaciones algebraicas que conviertan la expresién de la suce-
sién en otra que si permita calcular el limite. Este tipo de problemas se conoce
como cdlculo de limites y en él, se estudian algunos resultados o criterios de
convergencia que facilitan este cdlculo de limites.

EJjEMPLO 6.1.5 La sucesién a, = % del ejemplo 6.1.1 es convergente y su
limite es 0 aplicando la propiedad 4 de la proposiciéon 6.8. A partir de ella,
podemos deducir el limite de cualquier expresion racional sin mas que aplicar
las propiedades de la proposicién 6.7. -

Estudio de la convergencia y célculo de limites

En esta seccién vamos a presentar algunos resultados que se utilizan para
estudiar la convergencia de una sucesién y que se conocen como criterios de
convergencia. También estudiaremos algunos resultados que se utilizan para
determinar que una sucesién es divergente, son los llamados métodos de re-
futacién. Y, por iltimo, presentaremos algunas técnicas de cédlculo de limites

para aplicar en aquellas sucesiones que sean convergentes.

Los resultados que vamos a presentar sélo se pueden aplicar a unas de-
terminadas sucesiones, de modo que para utilizarlos serda necesario verificar
que se cumplen todas las condiciones exigidas. Sin embargo, el estudio de la
convergencia y el calculo del limite de una sucesién estd relacionado con el

Ingenieria Informatica



224

Calculo para la computacién

comportamiento de los términos de la sucesién a largo plazo; por tanto, las
condiciones que se exijan en un criterio no es necesario que se verifiquen para
todos los términos de la sucesion, sino a partir de un lugar. Por ejemplo, si un
criterio exige que la sucesién sea de términos positivos, no importara que los
primeros términos de la sucesién (un subconjunto finito de ellos) sean negati-
vos y, por lo tanto, también podremos aplicar el criterio en este caso.

Monotonia y convergencia

Las siguientes resultados relacionan las condiciones de monotonia y de

convergencia.
PROPOSICION 6.9 Toda sucesién convergente estd acotada.

PROPOSICION 6.10 Toda sucesion mondtona y acotada es convergente, y en
particular se verifica

Toda sucesion creciente y acotada superiormente es convergente.

Toda sucesion decreciente y acotada inferiormente es convergente.

Toda sucesion creciente y no acotada superiormente diverge a —+00.

Toda sucesion decreciente y no acotada inferiormente diverge a —oo.

EJEMPLO 6.1.6 La sucesién a, = n es creciente y no acotada y por tanto,

. L 1 . . .

limn = +o0. La sucesién b, = = es decreciente y acotada inferiormente y en
n

consecuencia convergente. Por la proposicion 6.8 podemos afirmar que:

lim— =0 -
n

1 n
an—<1—|—>
n

es una sucesion creciente y acotada y en consecuencia es convergente. El limite

EJEMPLO 6.1.7 La sucesién

de esta sucesién es un nimero irracional y transcendente (es decir, no es raiz
de ningiin polinomio de coeficientes racionales) y se denota por ‘e’ siendo su
valor aproximado 2,7182.... De hecho, de esta forma se define el ntimero e,
base del logaritmo neperiano y de la funcién exponencial. Ademas, en general,

se verifica que, si x, es una sucesién divergente a +0o, entonces

1\
lim <1 + ) =e
T,
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Algunos limites, que inicialmente responden a la indeterminacién (1°°) pueden

resolverse utilizando estas sucesiones.

2n 2n
1
tim [ 2" —lim {1+
3n—1 3n—1

2n/(3n—1)

1 3n—1
=1lfm [ (1+ = %3 :
< 3n — 1)
EJEMPLO 6.1.8 La sucesién
1 1
an=14+—-4---4+——logn
2 n

es una sucesién decreciente y acotada y, en consecuencia, convergente. El limite
se denomina constante de Fuler, se denota por v y su valor aproximado es
0,577.... De este nimero se conocen muchas menos propiedades que para
el nimero ‘e’ o el nimero 7; por ejemplo, no se sabe ain si este nimero es
racional. También podemos utilizar este limite para estudiar otras sucesiones.

lfm In_ 4 1> —1 .
logn

1 1
I+5+-+5 ::Hman—l—logn:h,m<
logn logn

Acotacién y convergencia

El siguiente resultado se aplica en algunos casos donde la sucesion esta aco-
tada

TEOREMA 6.11 (TEOREMA DE COMPRESION)
1. Sean an, b, y ¢, tres sucesiones tales que ap < ¢, < by, y lima, =
limb,, = ¢ € R; entonces, lime, = ¢.

2. Sea a, una sucesion convergente a 0y b, una sucesion acotada; entonces,

lim a,b, = 0.

EJEMPLO 6.1.9 Para estudiar la convergencia de la sucesion

_ + L + 1
S n24+1 n242 n?+n

Cn

buscamos dos sucesiones convergentes y con el mismo limite que permitan
acotar el término general de la sucesién c,,:

0 < 1 n 1 n n 1 < 1 n
P n pr—
“n241 nZ242 n24+n=" n?24+1 n24+1

Si observamos que las sucesiones a, = 0y b, = son convergentes a 0,

_n_
n2+1
podemos deducir, aplicando el teorema 6.11 que la sucesiéon ¢, es también

convergente a 0. -
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EJEMPLO 6.1.10 Aplicando el teorema 6.11 podemos deducir que

, senn
lim =0
n
pues la sucesién a,, = *7* se puede expresar como producto de una sucesién

1

acotada (senn) por otra sucesién (ﬁ) convergente a 0. —

Criterio de Stoltz-Cesaro

El siguiente resultado se aplica en el cdlculo de limites de sucesiones y se
asemeja bastante a la regla de L’Hopital utilizada en el cdlculo de limites de

funciones.
TEOREMA 6.12 (CRITERIO DE STOLTZ-CESARO) Sea b, una sucesion cre-
ciente y divergente a 400 y sea a, otra sucesion: si el limite

1t Gn+1 — An
bn-‘,—l - bn

existe, entonces el limite lim 3 también eriste y ambos coinciden.
n

EJEMPLO 6.1.11 Consideremos la sucesién H%%# que verifica las con-
diciones del teorema 6.12. Entonces
, 14+24...n , n+1 , n+1 1
lim = lim = lim = —.
n? (n+1)2 —n? 2n+1 2

Obsérvese en el ejemplo anterior, la conveniencia de aplicar este criterio
cuando la sucesion del numerador o del denominador esta constituida por una
suma de términos. Sin embargo, debemos tener en cuenta que aunque este

resultado se suele aplicar en forma de igualdad,

, a ,  Qpy1 — @
lim 22 =1 M7
bn bn+1_bn

si al estudiar el limite del segundo miembro deducimos que no existe, entonces
no podemos concluir que el limite del primer miembro tampoco exista; en estas
situaciones debemos desestimar el uso de este criterio e intentar otro método.

EJEMPLO 6.1.12 Sean a,, = (—1)" y b, = n (b, es creciente y divergente a
an41 — Gn
bn+1 - bn
an _ (=1)"
b, n

+00); en este caso, la sucesién es la sucesion {—2,2,—-2,...} que

es divergente y, sin embargo, la sucesion es convergente a 0.
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COROLARIO 6.13 (CRITERIO DEL COCIENTE) Sea x, una sucesion de térmi-

cy . 2 X ’
nos positivos tal que lim == = {, entonces, lim /z,, = /.
n

Este resultado es, efectivamente, una consecuencia del Criterio de Stoltz e

igualmente se suele escribir como una igualdad:

, , Tn4l
lim /z,, = lim +
Tn

Sin embargo, debemos tener en cuenta que puede existir el limite del primer

miembro y no existir el limite del segundo.

EJEMPLO 6.1.13 Si reescribimos la sucesién a,, = {/n utilizando la funcién
logaritmo, observamos que una primera evaluacién de su limite nos conduce a

una indeterminacion
logn
lim {/n = lim exp <g) = exp(0 - 00)
n

Sin embargo, podemos utilizar el criterio del cociente para su calculo, ya que

n+1
—=

lim 1

y en consecuencia lim {/n = lim =1 -

n+1
n

Subsucesiones y convergencia

Las subsucesiones permiten estudiar el limite de una sucesion por casos.
El resultado fundamental es el siguiente:

TEOREMA 6.14 Una sucesion a, converge a{ € R si y solo si toda subsucesion

converge a .

Sin embargo, utilizaremos una consecuencia de este resultado que enunciamos

’

asl:

PROPOSICION 6.15 Supongamos que dos subsucesiones by, y ¢, de a, verifican

que lim by, = lime, =€ y {an} = {bn} U {cn}; entonces, lima,, = ¢.

Este resultado se puede generalizar a cualquier nimero de subsucesiones con
tal de que la unién de sus términos sea la sucesién original, como vemos en el

siguiente ejemplo.
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cos(nm/2)
n
sucesiones a4n—1, G4n—2, G4n—3 ¥ G4y son convergentes a 0 y constituyen una

EJEMPLO 6.1.14 Consideremos la sucesién a,, = . Las cuatro sub-

particion (clasificacién exhaustiva y excluyente) de los términos de la sucesién

an. Por lo tanto, lim M =0. -

Convergencia de sucesiones y funciones

Los conceptos de limite de sucesion y limite de funcién estan estrechamen-
te relacionados. De hecho, la convergencia de funciones se puede definir en

términos de limites de sucesiones:

TEOREMA 6.16 (CARACTERIZACION SECUENCIAL) Consideremos una funcion
f:DCR—=RyacR. h'in f(x) =¢ €R siy solo si: para toda sucesién
{z,} C D, con =z, ;éxa apara todo n, y limx,, = a, se verifica que
lim f(x,) = £.

Si trabajamos con funciones continuas, entonces podemos sustituir ¢ por
f(a) en el teorema. Este resultado tiene importantes consecuencias précticas
respecto del cdlculo de limites. Si recordamos que:

1. todas las funciones elementales son continuas en su dominio, y

2. si una funcion esta determinada por operaciones algebraicas (suma, pro-
ducto, cociente y composicién) entre funciones elementales en un entorno
de un punto a (entorno en Dom(f)), entonces la funcién es continua en a.

entonces podemos utilizar la caracterizacion secuencial para calcular limites

de sucesiones utilizando las propiedades de continuidad de las funciones.

EJEMPLO 6.1.15
™ —1 T \/g
2

limsen ——— = sen — =
2 3

+ 3n

. ’ T .2 .z
haciendo uso de que lim senxz = sen 3 por ser la funcién seno una funcién
z—7/3

continua en R. _

Otras importante consecuencia de la caracterizacién secuencial es que po-
demos utilizar todos los métodos de cédlculo de limites de funciones en suce-

siones, por ejemplo, la regla de L’Hopital.
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logn

EJEMPLO 6.1.16 Para calcular el limite de sucesiones lim —= consideramos el

log
correspondiente limite de funciones lim 08T y aplicamos la regla de L’Hopital

r—00 I
para obtener el resultado:
log x 1/ 1
T AN PV S PR
T—00 I z—oo 1 T—00 I

. S . 11, logn
como consecuencia de la caracterizacién secuencial lim —=— = 0.
n

Obsérvese que no se ha aplicado L’Hopital en el limite de sucesiones sino
en un nuevo limite de funciones. Es decir, cambiar la n por la x no es un simple
cambio de variable, sino que implica la consideracién de una funcién, en lugar
de una sucesién. -

Un tipo de expresiones que no hemos considerado hasta ahora son aquellas
de la forma a, = x,Y"; para trabajar con ellas usaremos siempre la siguiente

igualdad:
xnyn = eYn log zn,

y teniendo en cuenta que la funciéon exponencial es continua en R, y que

Iim e*=+o00,y lim e* =0, podemos escribir que:
T—+00 T——00

im xnyn _ ehm(yn log zn)

En este tipo sucesiones, surgen tres nuevos tipos de indeterminaciones,

1*° S 0°

que se reducen, por la igualdad anterior, a la indeterminacién 0 - co.

Métodos por refutacion

Con este nombre se conocen los distintos métodos utilizados para demos-

trar la divergencia de una sucesién.

Un primer método consiste en utilizar la caracterizacion secuencial del
siguiente modo: «encontrando dos sucesiones en las hipotesis del teorema, pero

cuyas imagenes no tengan el mismo limite».

EJEMPLO 6.1.17 Vamos a probar que la funcién sen x NO tiene limite en 400,

es decir, “ lim senx no existe”. Para ello, haciendo uso de la caracterizacién
r—+00

secuencial, vamos a tomar dos sucesiones divergentes a +oo:

T, = 2N yn:g—i—%m
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Dado que:

limsenz, =lim0=0%#1=1im1 = limseny,

podemos concluir que la funcién sen x no tiene limite en +oo. -

Otro método para demostrar la divergencia de una sucesién es utilizan-
do las subsucesiones. Por ejemplo, si consideramos la sucesién a,, = (—1)"
observamos que los términos correspondientes a los indices pares es constan-
temente 1, mientras que los términos correspondientes a los indices impares es
constantemente —1; esto nos lleva a la conclusién de que la sucesion no puede
ser convergente. El resultado fundamental es teorema 6.14 ya enunciado, sin

embargo, utilizaremos la siguiente formulacién equivalente:

COROLARIO 6.17 Supongamos que dos subsucesiones b, y ¢, de a, verifican

que lim b, # lim ¢,,; entonces, la sucesion a, no es convergente.

EJEMPLO 6.1.18 Por ejemplo, si a,, = (—1)", entonces az, = 1y agnt = —1;
dado que limag, = 1 # —1 = lim ag,+1, concluimos que la sucesiéon a,, no es

convergente.

Infinitésimos e infinitos equivalentes

DEFINICION 6.18 Decimos que la funcidn f(z) es un infinitésimo en a si

lim f(z) =0y f(x) # 0 en un entorno reducido de a.

DEFINICION 6.19 Decimos que dos funciones f y g, son equivalentes en a si

h’mwzl

w4 g(x)

La equivalencia de funciones es realmente importante en los casos en que las
dos funciones son infinitésimos en a o las funciones son divergentes a +oo en
a, ya que en ellos la definiciéon de equivalencia da indeterminaciones del tipo
0 o) :

0 YV o respectivamente.

EJEMPLO 6.1.19 Para ver que senz y x son dos infinitésimos equivalentes

necesitamos comprobar que

1. efectivamente son infinitésimos

lim senx =0 y Imz=0
z—0 z—0
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2. y que son equivalentes

COsS T

3

, senx (L'H)
lim =
z—0 I z—0 1

=1

En el teorema siguiente vemos como se puede utilizar la equivalencia de
infinitésimos en el calculo de limites de funciones; la caracterizacién secuencial
de limites de funciones hace que esta técnica sea igualmente 1til para el calculo

de limites de sucesiones.

TEOREMA 6.20 Sean f y g dos infinitésimos equivalentes en a y h(x) otra
funcion definida en un entorno de a. Entonces: lim f(x)h(x) eziste si y solo
r—a

st lim g(z)h(x) existe, y en tal caso coinciden.
r—a

Este teorema justifica la técnica que se conoce como sustitucion de infi-
nitésimos equivalentes ya que, en la practica, las equivalencias dadas en el
enunciado, se convierten en igualdades, de forma que, en las condiciones del
teorema, escribimos:

b))
v—a f(z)  w—ag(x)

Los infinitésimos también pueden sustituirse si aparecen dividiendo al resto
de la funcién o sucesion y en general tendriamos que, en las condiciones del

teorema anterior, y para cualquier o € R:

h(z
lim (7>a = lim ———
v—a (f(x))®  @—a(g(z))
No podemos sustituir infinitésimos en otras situaciones y, en particular, no
se pueden sustituir si aparecen como sumando. En el siguiente ejemplo, una

incorrecta sustitucion de infinitésimos nos lleva a un resultado erréneo.

EJjEmMPLO 6.1.20 El siguiente desarrollo es incorrecto

., T —senz -z
lim ———— # l 7 =0
z—0 -0 x

pues se han aplicado infinitésimos equivalentes(senz = z) en una suma. El

limite puede calcularse correctamente utilizando la regla de L’Hopital:

, T —senx , 1l—cosz senx 1
lim — s = lim 5 = = -
z—0 T z—0 3 6x 6
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Las equivalencias fundamentales son:

senr = en (
tgr = = en 0

72
1—cosz = 5 en (
arcsenx = en (
arctgr = = en 0
e -1 = = en 0
log(l+x2) = =z en 0

A partir de estas se pueden obtener muchas otras con los siguientes resultados:

TEOREMA 6.21 Sean f y g dos infinitésimos equivalentes en a y sea h(x)
continua en b y tal que h(b) = a. Entonces, f oh y g o h son infinitésimos
equivalentes en b. (Queda implicito que las composiciones se pueden realizar

en un entorno de b).

PROPOSICION 6.22 Si f y g son infinitésimos equivalentes en a y A € R*,
entonces A\f y Ag también son infinitésimos equivalentes en a.

Con estos resultados se pueden deducir otras equivalencias:

tg(z?—-1) = 22-1 en 1
a®>—1 = =zloga en 0
loge = x—1 en 1

De manera analoga a las funciones, podemos definir las sucesiones equiva-
lentes y trabajar con infinitésimos.

DEFINICION 6.23 Decimos que dos sucesiones an Y by, son equivalentes si

lim— =1
bn
DEFINICION 6.24 Decimos que la sucesion a, es un infinitésimo si lima, = 0
y an # 0 para todon > N.

La caracterizacion secuencial de limite de funcion, permite crear equivalencias

entre sucesiones infinitesimales.

PROPOSICION 6.25 Sean f y g dos infinitésimos equivalentes en a y a, una
sucesion convergente a ‘a’ y contenida en un entorno reducido de ‘a’. Entonces,

f(an) y g(an) son infinitésimos equivalentes.
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EJEMPLO 6.1.21 La equivalencia

1

sen— = —
n n

es valida, ya que las dos sucesiones son convergentes a cero y las funciones

f(x) =senz y g(x) = x son infinitésimos equivalentes en 0. N

Todo lo dicho en las secciones anteriores para infinitésimos equivalentes
es valido para infinitos equivalentes. Una de las equivalencias de sucesiones
divergentes a infinito més utilizada es la conocida Foérmula de Stirling:

ne "\/2mn

lIm— =1
n!

EJEMPLO 6.1.22 Para calcular el limite de la sucesién a,, = % utilizamos la

férmula de stirling sustituyendo n! por la expresién n"e~"+/27wn para obtener:

., on! . V2mn
lim — = lim =0
nn en

donde la ltima igualdad se prueba usando el criterio de St6ltz o la caracteri-
zacién secuencial (Regla de L’Hopital). -

EjemMpPLO 6.1.23 El célculo hecho en el ejemplo 6.1.8 demuestra que las su-
cesiones 1 + % 4+ 4 % y log n son infinitos equivalentes. -
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Ejercicios basicos

1. Consideremos las siguientes sucesiones:

—-1)" 1 1 1

a) Calcule los primeros términos de las sucesiones y deduzca “intuiti-
vamente” las caracteristicas de las sucesiones (monotonia, acotacién

y convergencia).
b) Estudie formalmente las propiedades de monotonia, acotacién y

convergencia.

2. Consideremos la siguiente sucesién definida por:

ayp = 1
ap, =3ap—1 si n>1
a) Calcule los primeros términos de las sucesiones y deduzca “intuiti-

vamente” las caracteristicas de las sucesiones (monotonia, acotacién
y convergencia).

b) Determine el término general de la sucesién y calcule su limite.
3. Calcule los siguientes limites

., n+3 . n+3nd o 3-n°
lim ——, m——-, lim —
n° +4 n° +4 n>+4

Deduzca la regla que determina el limite del cociente de dos expresiones

racionales.
a) = 3
ap =1+ ap—1

Determine los 5 primeros términos de la sucesion.

4. Consideremos la sucesién

a
b) Demuestre por induccion que la sucesién es decreciente.
c

d

Demuestre por inducciéon que 1 < a,, < 3 para todo n € N.

)
)
)
) ¢Podemos afirmar que la sucesion es convergente? En tal caso, cal-

cule su limite.

5. Calcule los siguientes limites utilizando las constantes ‘e’ y ~.

(42" ) 1 1
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10.

11.

n
. Utilice el teorema de compresién para calcular: lim Z

n
n+k

k=1
Utilice subsucesiones para calcular el limite de la sucesién

11 1
1,0,=,-,0,~, =
{’72’2774737

3 1

1
0,=,...,——,0, —=, ...
787 ’n+27 ’2“/37

. Utilice el criterio de Stoltz y el del cociente para calcular los siguientes

limites:
. log(1-2-----n) 1,
a) lim nlogn , b) hmn\/(3n+1)(3n+2)...(3n+n)
. Consideremos la sucesién a,, = | 2+(;1)n

a) ;Es posible utilizar el criterio del cociente para calcula su limite?

b) Utilice subsucesiones para calcular su limite.

. ;. , 1 . .
Demuestre que no existe el limite hr% sen — y calcule, si es posible, el
r— T
siguiente:
lim

v=0 2 4 sen 1
T

Calcule el limite lim({/n — v/n — 1).
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LECCION 6.2

Series Numéricas

Estamos acostumbrados a sumar una cantidad finita de nuimeros (dos
numeros, tres, cuatro,. .. ) pero jes posible sumar un conjunto infinito de nime-
ros? La intuicidon nos puede jugar una mala pasada, haciéndonos pensar que
al sumar “infinitos” nimeros se obtendra “infinito”. Y, aunque en algunas
ocasiones sea asi, también es posible que el resultado de sumar “infinitos”

ndmeros sea un numero real.

Por ejemplo, supongamos que nos colocamos a un metro de distancia a
un determinado punto y que nos queremos acercar a él dando pasos de la
siguiente forma: cada paso tiene como longitud exactamente la mitad de la
distancia que nos separa del destino. Si fuéramos capaces de dar pasos “tan
pequenos”, esta claro que nunca llegariamos a nuestro objetivo, es decir, por
muchos pasos que demos, como mucho recorreriamos 1 metro. Si pudiésemos
dar pasos indefinidamente, la distancia recorrida seria

1 1 1

1
§+Z+§+"'+27+...

y esta “suma infinita” valdria exactamente 1.

Ademas de formalizar la nocién de suma infinita, en esta leccién nos vamos
a plantear dos cuestiones. Por un lado, vamos a estudiar condiciones que deben
cumplir una sucesién de nimeros para poder afirmar que puede ser sumada;
por otra parte, en aquellos casos en los que podamos obtener la suma, estu-
diaremos si es posible hallar el valor exacto o, en caso contrario, obtendremos

valores aproximados.

Para representar las sumas con las que trabajamos en este tema, vamos a
utilizar el simbolo > . Esté simbolo va acompanado de una serie de pardmetros
que indican la expresién a sumar (f(n)), la variable respecto de la que se suma
(n) y los valores inicial (a) y final (b) que toma la variable:

b

D f(n)=fla)+ fla+1)+--+ f(b)

n=a

En muchos lenguajes de programacion o en programas de cdlculo simbdlico,

esta expresion tiene una sintaxis similar a
sum(f(n),n, a,b)

DEFINICION 6.26 Sea a, una sucesion de nimeros reales. Consideremos la

sucesion Sy, dada por: S, =a1+ -+ a,. A esta sucesion S, se la denomina
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[o¢]
serie numérica asociada a a, y se denota g an. El numero a,, se denomina

n=1
término n-ésimo de la serie y S, es la n-ésima suma parcial.

Denominaremos suma de la serie al limite, si existe, de la sucesion de sumas

[e.e]

parciales; si este limite es ¢, escribiremos E p =01+ - +ap+---=4£Si
n=1

este limite es un numero real, diremos que la serie es convergente, en caso

contrario diremos que es divergente; si el limite es +00 0 —oo, diremos que la
serie diverge a +00 o —oo respectivamente. La convergencia o divergencia de

una serie se denomina cardcter de la serie.

En la definiciéon anterior hemos considerado que el primer elemento de la
suma es exactamente a1. Esto lo hacemos por simplicidad, pero en la practica
podremos iniciar la suma en cualquier término de la sucesién. Si bien esto
puede repercutir en el valor real de la suma, veremos a continuaciéon que no
influye en el caracter de la serie.

6.2.1. Propiedades elementales y ejemplos destacados

PROPOSICION 6.27 Si la sucesion b, se obtiene a partir de la sucesion ay,
anadiendo, eliminando o modificando un conjunto finito de términos, entonces

las series asociadas tienen el mismo cardcter.

En particular, si a,, = b,, para todo n > N7 y para todo m > N, entonces
las series asociadas a a,, y b, tienen el mismo caricter. Un ejemplo inmediato

donde se ve la importancia de esta propiedad es el siguiente:

o0 (o)
las series g an'y E a, tienen el mismo caracter.

n=1 n=>»s

Esta propiedad es de gran utilidad pues nos dice que, al igual que ocurria
con las sucesiones, cuando estudiamos la convergencia de una serie, podemos
prescindir de los primeros términos (un conjunto finito cualquiera de ellos).
Por ejemplo, si la condiciéon de un teorema es que los términos de la serie sean
positivos, también podremos aplicar este resultado a una serie cuyos primeros
términos no los sean, con tal de que, a partir de un término, “todos los demas”

sean positivos.

Atendiendo a esta propiedad, en adelante, cuando simplemente estemos
estudiando el caracter de una serie, no serd necesario indicar cudl es el primer
término de la misma escribiendo simplemente: ) a,. Sin embargo, a la hora

de calcular la suma de una serie si es necesario conocer el primer término.
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o oo
TEOREMA 6.28 5% la serie Zan converge a ‘a’ y la serie an converge a
n=1 n=1

b’, entonces se verifica que

o
1. la serie Z(an + b,) converge a ‘a+0b’, y
n=1
o
2. la serie Zc - an converge a ‘c-a’, para todo ¢ € R.

n=1

o o0
A partir de este resultado se deduce que si Zan es convergente y an

n=1 n=1

es divergente, entonces la serie Z(an + by,) es divergente.

n=1

TEOREMA 6.29 (SERIE ARMONICA) La serie Zl se denomina serie armoéni-
n

n=1
ca y es divergente a +00.

Dado que la serie es de términos positivos, la sucesién de sumas parciales

es creciente y para demostrar el teorema basta comprobar que alguna subsu-

cesion diverge a +o00; sea Sy, la sucesién de sumas parciales y consideremos la
subsucesion Son:
1 1 1 1 1 1 1
Son = (1 - — 4= B E e
2 ()+<2>+<3+4)+(5+6+7+8)
1 1
+ -t ( -+ >
1
8

2”1+1Jr
(il +3 .
8 3

SRONCE
e

ot ( S+
Dado que la sucesién minorante diverge a 400, la sucesién Son también.

TEOREMA 6.30 (CONDICION NECESARIA) Si una serie Y a, es convergente,

entonces lim a,, = 0.

La demostracién de esta propiedad se basa en la siguiente relacién entre el

término n-ésimo de la serie y la sucesién de sumas parciales:

an = Sp — Sn—1
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Como S,-1 es una subsucesién de S5, que, por hipdtesis es convergente, en-

tonces S,—1 y Sy, tienen el mismo limite y, por lo tanto, lima,, = 0.

EJEMPLO 6.2.1 Sabiendo que la sucesiéon de sumas parciales de una serie es

Sn = %21 podemos averiguar el término general de la serie
n+1 n (1—en+1
an:Sn_Sn*l: n an—1 n
e e e
Como lim %;} = 0, entonces (por definicién) la serie es convergente y, aplican-
do la condicién necesaria, se obtiene que
) q
o (1—en—+1
T LR -
en

Obsérvese que este resultado se puede utilizar como criterio de convergencia
para calcular el limite de una sucesién (a,) a partir de la convergencia de la
serie correspondiente ) a,.

Otra aplicacién de la condicién necesaria es utilizarla como método de re-
futacion en el estudio de la convergencia de una serie, considerando el siguiente
resultado equivalente:

COROLARIO 6.31 Silima, # 0, entonces Y a, es divergente.

n

n—+1
no tiende a 0. N

es diver-

EJEMPLO 6.2.2 Aplicando la condicién necesaria, la serie Z

gente pues la sucesion
n+

Es importante observar que la condicién necesaria no es una caracterizacion
y que por tanto, si el término general de una serie tiende a 0, entonces este
resultado no dice nada sobre la convergencia. Por ejemplo, la sucesién % tiende
a 0 y la condicidn necesaria no aporta informacion sobre el cardcter de la serie

> %; que, como sabemos, es divergente.

TEOREMA 6.32 (SERIE TELESCOPICA) Sea b, una sucesion numérica. La se-

o0
rie g (b, — bn+1) se denomina serie telescopica. Esta serie converge si y solo
n=N

x
s la sucesidn b, converge y en tal caso, E (b, — bpt1) = by — lim by, 4 1.
n=N

Este resultado es una consecuencia directa de la definicién de suma de serie

como limite de la sucesién de sumas parciales

o0

(b — bpy1) = lim S,

n=N
m(by — ba1 + b1 — b + -+ + b — bus1)

= by — limby
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oo
EJEMPLO 6.2.3 Para sumar la serie Z log HTH procedemos asi:

n=2
[e's] 1 00
Slog 2L = S (log(n+ 1) — log n) = lim S, =
n=2 n n=2

= lim(log3 — log2) + (logZ — log3) + (log5 — log®) +
+--'+(pg(%/~¢-/17—logn):

= —log2+limlog(n+1) =400

Un error muy comun es tratar las series como sumas finitas, operar de la
siguiente manera:

(e 9]

> (log(n + 1) —logn) = (log3 —log 2) + (log® — log3) + (log — log4) + . ..
n=2

y simplificar los términos opuestos para obtener un resultado incorrecto (— log 2).
Curiosamente, con este método se hubiese obtenido un resultado correcto si
la sucesién b,,, de la que nos hemos olvidado, tendiese a cero, que no es este

caso. J—

o0

TEOREMA 6.33 (SERIE GEOMETRICA) Sia # 0, la serie Zar” =a+ar+
n=0

ar? +---+ar® 4+ ... se denomina serie geométrica de término inicial ‘a’ y

razon ‘r’. Esta serie verifica:

(o)
E ar”
n=0

converge a ﬁ si|r] <1

diverge si|r| >1

El resultado anterior es una consecuencia del siguiente proceso:

Sy = a + ar + ar®? + ... + ar!
—rS, = — ar — ar? — ... — a™! — a™m
(1-r)S, = a —ar™

y de esta ultima expresién se obtiene que

a—ar™

S —
" 1—r

y aplicando la definicién de serie (tomando limites) alcanzamos el resultado.

o
. o oa
COROLARIO 6.34 La serie E an es geométrica si =L =1 € R para todo n.
a
n=N n
o0
Y, ademds, esta serie converge si y solo si|r| < 1y en tal caso g an = 1aN .
—r

n=N
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EJEMPLO 6.2.4 Estudiamos las siguientes series geométricas

o0

1 any1 _ 3"2 1 : o

] g Pk Como 2+ = = = = r, entonces la serie es geométri-
n=1

ap 3" 3
ca de razén 1/3 y primer término l/7; por tanto, la serie es convergente

y su suma es 1/ig.

> 53 3n+3
P ome Gme _ 2T tonees Tn serd
77. omo o = 7n+123n = ? = T, entonces la serie es
n

n=1
geométrica de razén 8/7 y en consecuencia divergente a +oo.

S (=p"*t Gn+1 —1 . o
] g pT Como 2= = - =" entonces la serie es geométrica
Gnp,
n=1

de razén —1/5 y primer término 1; por tanto, la serie es convergente y su

suma es /. -

TEOREMA 6.35 (SERIE ARITMETICO-GEOMETRICA) Las series del tipo

o0

Z (an +b)r"

n=N

se denominan series aritmético-geométrica y convergen si y solo si |r| < 1.

En el caso de que sean convergentes, las series aritmético-geométricas se

suman aplicando un proceso similar al utilizado en las series geométricas.

(o]
. n+3
EJEMPLO 6.2.5 Laserie »
27’L
n=0
% y, por lo tanto, convergente. Su suma se calcula asi:

es una serie aritmético geométrica de razén

4 5 3

So =3 + 5 4+ F + ... + &5
lg . _ 3 _ 4 _ nt2 . nd3
2~Mn 2 22 on—1 on
1 1 1 1 3
3% =3 + 5§ + 3 + ... + F= — 3

que permite obtener la siguiente expresion:

3+ (Gt tgeT) - 5

S,
" 1/2
y tomando limite se obtiene
oo
3 3+140
S s, =S oY g
2" 1/2
n=0

sabiendo que lfm(3 + 55 ++ - + 527) = 1 (serie geométrica) y que lim %2 = 0

(aplicando, por ejemplo, el criterio de Stoltz). N
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DEFINICION 6.36 Se dice que la serie Y a,, es hipergeométrica si a,, > 0 para

todo n y el término general verifica

any1  an+f3

an an + 7y

TEOREMA 6.37 (SERIE HIPERGEOMETRICA) Una serie . a,, hipergeométrica

ant+1 __ antf
an  anty

con es convergente si y solo si vy > o+ 3.

En el caso de que sean convergentes, las series hipergeométricas se suman
aplicando el siguiente proceso: (1) Escribimos por filas la igualdad a,41(an +
v) = ap(an + ) paran = 1, n = 2,..., (2) sumamos todos los miembros
derechos y todos los miembros izquierdos, y (3) operamos para obtener una
expresion de S, lo més simplificada posible para poder calcular su limite.

EJEMPLO 6.2.6 Para sumar la serie hipergeométrica Z procedemos

+ 1)
Antl _ T
an n+2
“(n 4+ 2)an4+1 = nay,” para los distintos valores de n:

de la siguiente manera: Como escribimos, por filas, la expresién

3a2 = 1a1

4a3 = 2&2

5&4 = 3&3

(n + 2)an+l = nap

3az +4az +5a4+ -+ (n+2)ant1 = a1 +2az+3az + - +nay
—a1t+art+azt+ar+--+a,+(n+2)ap1 = 0
Sp—2a1+ (n+2)apt1 = 0
y de la dltima expresién deducimos que
1 n-+2

S =2a1 — (n+2anp =2 — — 2
ar = (n+ Qa1 =25 = T e

y, por lo tanto
oo

n+2
> G —
nlnn—i—l (n+1)(n+2)

6.2.2. Criterios de convergencia

Estudiar la convergencia de una serie utilizando las sumas parciales no
siempre sera sencillo; encontrar una expresién para las sumas parciales que

permita calcular su limite es, en general, un problema bastante dificil. Por
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esta razon, el estudio de las series se hard en dos etapas: en primer lugar,
se estudiard solamente el caracter de la serie; en segundo lugar, si la serie
es convergente, afrontaremos el célculo de su suma o bien aproximaremos su

valor.

En esta seccion vamos a estudiar algunos resultados que establecen con-
diciones que permiten concluir la convergencia de una serie sea convergente.
Estos resultados se conocen como criterios de convergencia y para aplicarlos
serd muy importante comprobar que se verifican todas las condiciones exi-
gidas. Por ejemplo, los primeros resultados son aplicables solamente a series
cuyos términos (a partir uno dado) son siempre positivos. Estas series verifi-
can la siguiente propiedad, que aunque bastantes intuitiva, tiene importantes
aplicaciones de cara a la evaluacion aproximada de series.

PROPOSICION 6.38 Si a, es una sucesion de términos positivos, la sucesion
de sumas parciales asociada a ella es creciente y en consecuencia, la serie
> an es o bien convergente o bien divergente a +0oo.

TEOREMA 6.39 (CRITERIO DE CONDENSACION) Sea a,, una sucesion decre-
ciente de términos positivos. Entonces las series Zan Y Z2ka2k tienen el
mismo cardcter.

Este resultado generaliza el procedimiento que habiamos empleado para
demostrar la divergencia de la serie armoénica.

. ) 1
COROLARIO 6.40 (SERIES P-ARMONICAS) Las series Z—p para p > 0 se
n

denominan p—armoénicas; convergen si p > 1, y divergen si 0 < p < 1.

Por el criterio de condensacién, la serie ) — tiene el mismo cardcter que
n

= (%)k convergente si y solo si p > 1.

la serie geométrica » T

2’9?

La importancia de las series p—armonicas esta en que nos ayudaran a estu-
diar otras series si las utilizamos conjuntamente con otros criterios, como los

de comparacién o condensacion.

EJjEMPLO 6.2.7 Para estudiar el cardcter de la serie Z% utilizamos
(logn)
el criterio de condensacién (la aparicién de la funcmn logarltmo nos indica

que puede ser el método adecuado). Dado que las sucesiones n y logn son

crecientes, la sucesién n(logn)? es también creciente y > es decreciente;

I S
n(logn)

por el criterio de condensacion, la serie propuesta tiene el mismo caracter que

[e.9]

2k
Z k k 22 2
— 2%(log 2 )2 10g2 k
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que es convergente por ser la serie 2—armonica. -

TEOREMA 6.41 (CRITERIO DE COMPARACION) Sean Y ay, y Y. by, dos series
tales que 0 < ay, < by, para todo n € N.

1. Si > by, converge entonces Y a, también converge.
2. Si Y ay, diverge entonces Y b, también diverge.

1

EJEMPLO 6.2.8 La serie ) Lo

es convergente ya que

1 1
<7
n-+2" — 27

y la serie ) 2% es convergente (geométrica de razén 1/2). -

A veces, en situaciones “parecidas” no es posible aplicar este criterio de
comparacién estdndar. Por ejemplo, la serie ) ﬁ es “parecida”’ a la del
ejemplo anterior e intuimos que también serd convergente; sin embargo, no
podemos utilizar el criterio de comparacién. En estos casos, necesitamos un

criterio que permita comparar las expresiones en términos relativos (cociente).

TEOREMA 6.42 (COMP. POR PASO AL LIMITE) Sean Zan Y an dos se-

ries de términos positivos, tal que b, # 0 para todo n. Si ¢ = lim 9 entonces

br,
se verifica:

1. Si € > 0 ambas series tienen el mismo cardcter.

2. Sit=0vy> b, converge, entonces y_ a, también converge.

3. Sil =001y a, converge, entonces Y b, también converge.
EJEMPLO 6.2.9 Veamos varios casos:

1
2" —

1. La serie ) s convergente ya que 2% es convergente y

1
lim —2= :h’m(l—n):l

1
2n—n 2"

2. La serie ) nsen # es divergente pues Y % diverge y

1 1
nsen — sen —
) n ) n
lim ——— =lim ——- =1
1/n 1/n
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3. La serie ) in es convergente ya que » i‘ es convergente y
n n!

1 |
w ., nl
lim - =lim — =0

= n

. 1 . 1 ..

4. La serie ) Togn es divergente pues » - diverge y
. n
lim 28" = 1f =" S
= logn
n

FEl criterio de comparacién por paso al limite se utiliza frecuentemente para
eliminar “expresiones despreciables” en el término general de una serie, antes

de aplicarle un criterio, con el fin de que los cdlculo sean mas sencillos.

3n—1
2n+4+5n+logn
5n + logn es “despreciable” frente a 2™ para valores “grandes” de n. Por lo

EJEMPLO 6.2.10 En el denominador de la expresién el término

tanto, considero la expresién 33;1 que comparo con la original
, 3251 , 2" +b5n+logn
lim e E— = lim on =1
2n+5n+logn

Aplicando el criterio de comparaciéon por paso al limite se deduce que el

3n—1 3n—1 3n—1
+5n+logn y 2n 2n

es convergente (series aritmético geométrica), entonces puedo afirmar que

cardcter de las series ) 57 es el mismo; y como

3n—1
> 7+ 5ntlogn 8 convergente.

COROLARIO 6.43 Sean a,, y b, dos sucesiones positivas e infinitésimos equi-
valentes; entonces las series > an y > by tienen el mismo cardcter.

La siguiente propiedad se deduce facilmente aplicando el criterio de com-
paracién a las sucesiones a, y 1/n, y es util para el clculo de algunos limites.

COROLARIO 6.44 Si Zan es una serie de términos positivos y convergente,

entonces limna,, = 0

TEOREMA 6.45 (CRITERIO DE LA RA{Z) Sea Y a, una serie de términos po-
sitivos y consideremos el limite £ = lim {/a,,; entonces:

1. Si ¢ <1 la serie converge.

2. Si £ >1 la serie diverge.
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oo oo
. ) 1 1 . .
3. Sil=1 d ded d:gf g— [ limit
1 no podemos deducir nada 2 Yy 2 2 verifican que el limite

de la condicion vale 1 para ambas series y, sin embargo, la primera es

divergente y la sequnda es convergente.

Una importante caracteristica de las series de términos positivos es que
las sumas parciales permiten aproximar, por defecto, la suma de la serie. Para
poder utilizar estas aproximaciones es necesario estimar el error cometido. Si
determinamos la convergencia de una serie utilizando el criterio de la raiz,
podemos estimar este error utilizando el siguiente resultado:

PROPOSICION 6.46 Sea Y. a,, una serie convergente tal que {/a, <r <1 para

todon > N; si S, es su sucesion de sumas parciales y S su suma, entonces:

Si el limite lim {/a, = ¢ es estrictamente menor que 1, podemos aplicar
el resultado anterior porque tenemos asegurada la existencia del nimero r y
para cada 7 la existencia del nimero N. Lo podemos usar para acotar el error
cometido al tomar una suma parcial en lugar de la suma exacta, pero en este
caso necesitamos determinar el nimero r correspondiente; de la misma forma,
si queremos saber cual es la suma parcial que estima la suma con un error
maximo deseado, necesitariamos determinar los niimeros r y N adecuados. Los
siguientes casos particulares, aunque bastante significativos, nos facilitaran la

realizacién de este tipo de tareas:

= Si /a, es creciente, para cada N podemos tomar r = lim /a,, .

= Si /a, es decreciente, para cada N podemos tomar r = Y/ay, siempre

y cuando este nimero sea menor estrictamente que 1.

El criterio de la raiz y el criterio del cociente para el calculo de limites

permiten deducir el siguiente criterio para la convergencia de series.

COROLARIO 6.47 (CRITERIO DEL COCIENTE) Sea ) a, una serie de térmi-

. . . . a
nos positivos y consideremos el limite £ = lim =2+l : entonces:

Qn
1. Si ¢ <1 la serie converge.

2. Si € > 1 la serie diverge.

oo o0
. . 1 1 . L
3. Sit=1 d ded d:g— E— I limat
i no podemos deducir nada i Y 1n2 verifican que el limite
n= n=
de la condicion vale 1 para ambas series y, sin embargo, la primera es

divergente y la sequnda es convergente.
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Igual que el criterio de la raiz, el uso del criterio del cociente nos da infor-

macioén para estimar errores.

PROPOSICION 6.48 Sea > a, una serie convergente tal que lim Ont1 <r<l1
a

3
para todo n > N; si S, es su sucesion de sumas parciales y S su suma,
entonces:

aN+1
S-Sy <
1—r
Teniendo en cuenta las mismas consideraciones que hicimos para el criterio
de la raiz, los siguientes casos particulares nos ayudaran a aplicar este resultado
en la estimacién de errores.

. a . . a
» Si 22+l e5 creciente, para cada N podemos tomar 7 = lim “2+L
Gnp, G,
. a . a .
» Si 22+l g decreciente, para cada N podemos tomar r = “Y+L siempre
an a

y cuando este numero sea estrictamente menor que 1.

oo
EJEMPLO 6.2.11 Aplicamos los resultados anteriores a la serie Z% para

n=0
demostrar que es convergente y determinar la suma parcial que estima su

suma con un error menor que 1073:

/n+1)! 1

lim = [lim =0
1/n! n+1
Entonces, por el criterio del cociente, la serie es convergente. Ademas, dado
que % = es decreciente y menor que 1 para cada n, si .S es la suma
n
de la serie y S, la sucesién de sumas parciales:
1/(N +1)! 1
§— gy < LD
1— 1 N - N!
N+1
Si queremos que este error sea menor que 1073, basta considerar N = 6:
6
1 1957 =
— =——=271805
! n! 720

En el tema siguiente veremos que la suma de esta serie es el ntimero e y el

valor aproximado que nos da cualquier calculadora es 2,718281828. -

o)
EJEMPLO 6.2.12 Para la serie Z# podemos utilizar los mismos resulta-

n=1
dos:
I S
1 2n+1 1
T et L AL
1 2(n+1) 2
n2"
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Entonces, por el criterio del cociente, la serie es convergente. Si x,, = % =
mn
" entonces:
2+ 1)’ '
Tny1 2(n+1)(n+1)  2n® +4n+2
r,  2n(n+2) 2n%+4n
On+1

y en consecuencia es creciente. Por lo tanto, si S es la suma de la serie

n
y Sy, la sucesién de sumas parciales:

1 1
(N+12V(1— 1)~ (N +1)2V1

S-S N <
Si queremos que este error sea menor que 1073, basta considerar N = 8:

8

1 148969 —

g =0,69275018601190476
n2" 215040

n=1

En el tema siguiente veremos que la suma de esta serie es log 2 y la aproxima-
cién que nos da cualquier calculadora es 0,6931471805. -

TEOREMA 6.49 (CRITERIO DE RAABE) Sea Y a, una serie de términos po-

sitivos y consideremos el limite £ = limn | 1 — Gn+1 ; entonces:
Qn
1. Sif > 1 la serie converge.
2. Sif <1 la serie diverge.
o0

3. 8t £ =1 no podemos deducir nada: para Z%, el limite de la condicion

n=1

1 5 el limite de

de Raabe vale 1 y es divergente; para la serie Zm

la condicion es 1 y la serie es convergente.

Es recomendable utilizar el criterio de Raabe después del criterio del co-
ciente en el caso en que este no decida nada. Debemos tener en cuenta que
las simplificaciones realizadas al aplicar el criterio del cociente pueden ser
utiles al aplicar el criterio de Raabe, pero NO las posibles sustituciones de
infinitésimos.

Como en los anteriores, el uso del criterio de Raabe también nos da infor-

macién para estimar errores.
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. . a

PROPOSICION 6.50 Sea Y a,, una serie convergente tal que n | 1 — —g“ >
n

r > 1 para todo n > N; si S, es su sucesion de sumas parciales y S su suma,

entonces:
Nan1

S-Sy <
N = r—1

Teniendo en cuenta las mismas consideraciones que hicimos para el criterio
de la raiz, los siguientes casos particulares nos ayudaran a aplicar este resultado

en la estimacién de errores.

a .
’”1) es decreciente, para cada N podemos tomar

r=Ilmn <1 — an+1>
Gn

an+41

» Silasucesionn |1 —
an

= Si la sucesién n (1 - ) es creciente, para cada N podemos tomar

r=N <1_ CLN+1>
an

siempre que este nimero sea estrictamente mayor que 1.

an,

EJEMPLO 6.2.13 Vamos a usar el criterio de Raabe para probar que la serie
o0

1 . .

g — es convergente (aunque ya lo hemos hecho anteriormente) y determinar
n

n=1

la suma parcial que estima su suma con un error menor que 1073,

i (1 Lot D7 Jp 2000
U2 ) (n41)?

Por el criterio de Raabe, deducimos que la serie es efectivamente convergente.
anyl ) _ nZ+n
an (n+1)%

Por otra parte, si z,, = (1 — tenemos que:

Tnt1 _ 2n+1)%?+n+1)(n+1)2 20 +9n3 + 150 + 11n + 3

= = 1
T, (n+2)%(2n? + n) 2nt +9n3 + 12n% + 4n
Es decir, la sucesién n <1 — % es creciente y, por lo tanto, si S es la suma
n

de la serie y S, su sucesion de sumas parciales:

N 2
_ _ (D2
S—5y= aN4N _

(N+1)Z
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Si queremos que este error sea menor que 1073, basta considerar N = 1002.

En el tema siguiente, calcularemos la suma exacta de esta serie y demostra-
2 . 1. .

remos que S = T /g; si utilizamos un ordenador para calcular la suma parcial,

obtendremos que:
1002

1
3 =5~ 1,643936560
n

n=1

mientras que el valor aproximado de 7 2/6 que nos da cualquier calculadora es
1, 644934066. -

Series alternadas

Los teoremas vistos hasta ahora son validos solamente para series de térmi-
nos positivos. En esta, vamos a ver dos resultados que permiten estudiar al-

gunas series con términos de signo arbitrario.

DEFINICION 6.51 Decimos que una serie Y a, es absolutamente convergente

si la serie Y |ay| es convergente.

TEOREMA 6.52 Toda serie absolutamente convergente es convergente.

Una serie convergente pero no absolutamente convergente se dice condi-

cionalmente convergente.

DEFINICION 6.53 Una serie Y a, se dice alternada si para todo n se verifica
que anfany1 < 0; es decir, su término general es de la forma (—1)"b, o
(—1)"+1bn donde b,, es una sucesion de términos positivos.

TEOREMA 6.54 (CRITERIO DE LEIBNIZ) Sea > (—1)"a, una serie tal que

1. la sucesion a, es decreciente y de términos positivos,

2. lima, =0,

entonces, la serie es convergente. (Obsérvese que, segin hemos visto, la con-
dicion lim a, = 0 es necesaria para cualquier serie.)

o
PROPOSICION 6.55 Sea Z(—l)"an una serie en las condiciones del criterio

n=1
de Leibniz, Sy, su sucesion de sumas parciales y S su suma; entonces:

’SN — S| < anN41
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En la acotacién del error tenemos que usar el valor absoluto porque en este

caso el error puede ser por exceso o por defecto.

EJEMPLO 6.2.14 Vamos a usar el criterio de Leibniz para probar que la serie
o0

_ n
armoénica alternada E =" es convergente y determinar la suma parcial que
n
n=1
estima su suma con un error menor que 1073,

1. la sucesion % es decreciente y de términos positivos,

:0’

2. lfm 1
n
Por el criterio de Leibniz, deducimos que la serie es efectivamente convergente.

Por otra parte, si S es la suma de la serie y S, su sucesién de sumas parciales:

1
Sy =S| < ——
[Sx | n+1
Si queremos que este error sea menor que 1072, basta considerar N = 999. En

el tema siguiente, calcularemos la suma exacta de esta serie y demostraremos

que S = —In2; si utilizamos un ordenador para calcular la suma parcial,
obtendremos que:
999 (—1)"
D ~ —0/6936474305
n

n=1
mientras que el valor aproximado de —In2 que nos da cualquier calculadora
es —0/6931471805. -

6.2.3. Anexo: esquemas practicos

En esta seccién vamos a presentar algunas estrategias para abordar el
estudio de la convergencia de series numeéricas. Se trata de unas sencillas re-

comendaciones fruto de la experiencia.

Determinacion del caracter

El siguiente esquema resume los criterios que hemos introducido en el orden

mas adecuado para su aplicacion.

1. Comprobar si es una serie conocida: geométrica, armonica, cociente de
polinomios, telescépica, ...(A lo largo de este tema y el siguiente, se
estudian distintos tipos de series; tener en cuenta las series ya conocidas

puede ahorrar mucho trabajo).
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Como ya se habrda comprobado, el estudio del cociente a

Condicién necesaria. Esta es la primera comprobacién que debe hacerse
si el limite es facil de calcular.

Criterios del cociente-Raabe o criterio de la raiz. El criterio del cociente
o el de la raiz son los primeros que conviene utilizar; elegir uno u otro
depende de la forma del término general de la serie. Optaremos preferi-
blemente por el criterio del cociente cuando sea posible, ya que permite

utilizar posteriormente el de Raabe.

Criterio de condensacién. Es conveniente utilizarlo, cuando sea posible,

en series donde interviene la funcién logaritmo.

Comparacion. Si ninguno de los criterios anteriores decide el caracter de
la serie, intentaremos buscar una serie conocida con la que poder com-
pararla; solo la préactica y la resolucion de bastantes problemas facilita

esta etapa.

El cociente apnt1/an

“ntl o5 de gran

n

utilidad para la determinacién del caracter de una serie. En esta seccion, re-
cogemos toda la informacion que puede obtenerse de dicho cociente. Dentro
del esquema de la seccion anterior, el estudio de este cociente se incluira en el

primer paso.

. a . . o
Si =2+l — » € R entonces la serie es una serie geométrica.
Qn
. a an . . L
Si =l — + con «, 3,7 € R la serie es hipergeométrica (ver
an, an + 7y
ejercicios).

Sia, >0y % > 1 para todo n > N, la sucesion a, es creciente y por

n
tanto su limite no puede ser 0: la serie es divergente.

Sia, >0y % < 1 para todo n > N, la sucesién a, es decreciente.
n

Sucesiones decrecientes

El criterio de condensacion y el criterio de Leibniz incluyen, entre sus
condiciones, el decrecimiento de una sucesién. Para demostrar que una sucesién

es decreciente podemos utilizar los siguientes métodos:

1. Si ap — an41 > 0, entonces a,, es decreciente.
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. a .
2. Si =2+l < 1 entonces a,, es decreciente.
Qn

3. Si f: [N,+00) — R es una funcién decreciente tal que f(n) = a, para
todo n > N, entonces a,, es una sucesiéon decreciente a partir de N (para

determinar si una funcién es decreciente podemos utilizar su derivada).

4. Por ultimo, podemos utilizar las propiedades algebraicas de la relacion de
orden para deducir algunas propiedades sobre monotonia de sucesiones
y funciones como por ejemplo:
a) Si f y g son funciones crecientes, entonces f + g creciente.

b) Si f y g son funciones crecientes y positivas, entonces f - g es cre-

ciente.
f es creciente si y solo si —f es decreciente.

d) Si f es positiva, entonces f es creciente siy solosi 1/ f es decreciente.
) Si fy g son funciones crecientes, entonces f o g es creciente.
)

Si f es una funcion creciente y d, es una sucesién decreciente,

entonces f(d,,) es una sucesién decreciente.

g) Si h es una funcién decreciente y d,, es una sucesién decreciente,

entonces f(d,,) es una sucesién creciente.
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Ejercicios basicos

n+1
1. Calcule la suma de la serie 27 utilizando los siguientes métodos

de la leccion anterior: con la ayuda de las constante de Euler determine
los limites de las subsuceciones Sa, y Son+1 v deduzca a partir de ahi el
limite de la sucesién de sumas parciales .S,,.

2. Estudie la convergencia de las siguientes series analizando si son te-
lescépicas.

. 1 = o (n+1)2
) 7;271(714—1) b) ;1 g<n(n+2)>

3. Utilice las propiedades elementales para estudiar la convergencia de las
siguientes series y obtenga la suma de las convergentes.

[e'e] 1 n 3n2 [e'e] 32n 100
2 25 <2> T oa ) Z(_2)n 92n—1 Z n
n=0

n=0

4. Determine cuales de las siguientes series son aritmético-geométricas y

sumelas sin utilizar ninguna férmula:
oo

o 9n — 1 241

n=0 n=1

5. Determine cudles de las siguientes series son hipergeométricas y simelas
sin utilizar ninguna férmula.

Z% b) Z(a—l—l).r,b!.(a+n)’ 0 Z%
n=1 n=3

6. Las tablas de infinitésimos e infinitos equivalentes que hemos estudia-

do en la leccién anterior nos ayudan a determinar series con el mismo
caracter a través del criterio de comparacién. Utilizar esta idea para
estudiar el caracter de las siguientes series:

Ool—l-%-i----—&-% - logn
a) Y oy : b) D 5,3 -1
n=1 n=1

n
7. Consideremos la sucesion a,, = ~ para algin x > 0.
n!

a) Estudie la convergencia de la serie Y a,.
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b) (Podemos deducir le valor lim a,,?

o
. n" .
8. Demuestre que la serie E ( es convergente y aproxime el valor
n=1

2n +1)"

de su suma con un error menor que 1073,

oo
. logn .
9. Demuestre que la serie E (—1)"i es convergente y aproxime su
n
n=1

suma con un error menor que 1073,

10. Estudiar el caracter de las siguientes series:
o 1 o0
sennx
a 1 sennx
)Y 3
n=1 n=1
o

1 O_O”!
) 3 iogn DL

n=2
o Sl ()
) Loy D 20 gy
> s n 4n—2
9) ;(\/W—\/TT“) h) ;(7n+4>
N A9 a?)nd 30 1 1
) ;m 7 nz::l i1
n=1 n=1
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LECCION 6.3

Series funcionales

En la leccion anterior hemos estudiado ejemplos de series numéricas cuyo
término general depende de un pardmetro. Incluso hemos podido sumar alguna
de ellas dando su suma en funcién de ese pardmetro:

> 1

E "= — |z|<1
1—=x

n=0

Como hemos podido comprobar, no siempre es asequible sumar una serie, pero
aun asi podemos estar interesados en estudiar las propiedades de la relacion
de dependencia de la serie respecto de un parametro. En definitiva, queremos
estudiar las propiedades de funciones definidas mediante series, aunque estas

no puedan expresarse en términos de funciones elementales.

Esta leccién y la siguiente estan dedicadas a estudiar dos tipos especificos
de series funcionales. Los resultados y métodos que estudiamos aqui solo son
aplicables a estos tipos especificos de series y por lo tanto debemos de tener
cuidado para identificar correctamente la serie antes de aplicar lo que vamos
a estudiar en estas lecciones.

6.3.1. Series de potencias

DEFINICION 6.56 Una serie de potencias es una funcién definida por una
expresion de la forma:

flx) = Z an(z —a)”

El numero a se denomina centro de la serie.

Tal y como acordamos en la lecciéon anterior, omitimos los limites de los
sumatorios por simplicidad y porque el sumando inicial de la serie no influye en
sus caracteristicas. Si tendremos que explicitarlo cuando necesitemos trabajar

con el valor real de la suma.

EJEMPLO 6.3.1

n
T — . . 1
1. Z A~ es una serie de potencias centrada en 1; en este caso, a, = —.
n n
n

2. Y sen” x no es una serie de potencias. -
n

TEOREMA 6.57 Toda serie de potencias ) an(x—a)™ converge absolutamente
para cada x € I, en donde I es, o bien R, o bien un intervalo tal que (a —
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R,a+R)CICla— R,a+ R]. En el segundo caso, el nimero R se denomina

radio de convergencia de la serie.

El intervalo I se denomina campo de convergencia de la serie y es el dominio
de la funcién determinada por la serie de potencias. Por las caracteristicas de la
expresion de una serie de potencias, bastard con aplicar el criterio del cociente
o el de la raiz para hallar el radio de convergencia, sin embargo, necesitaremos
trabajar algo méas para estudiar la convergencia de la serie en los dos extremos

del campo.
. (x —1)" .
EJEMPLO 6.3.1 Para hallar el campo de convergencia de > “Togn aplica-
mos el criterio del cociente a la sucesién de valores absolutos:
-1 n+1 1 1
lim z— 1] ._oBn :]a:—llh'm&:\x—l\
log(n+1) |z —1|" log(n + 1)

Por lo tanto, la serie converge si |z — 1| < 1. Por el teorema anterior, solo
tenemos que analizar la convergencia de la serie para x = 0 y © = 2 para

determinar completamente el campo de convergencia. Para x = 0 la serie re-

(=D"

sultante es > oay CWYa convergencia podemos deducir con el criterio de
ogn

Leibniz. Para x = 2 la serie resultante es > %w’ cuya divergencia podemos

deducir con el criterio de condensacion. Por lo tanto, el campo de convergencia

de la serie es [0, 2). -

El siguiente resultado establece la continuidad y derivabilidad de las fun-
ciones definidas por series de potencias y extiende la propiedades algebraicas
de la derivacién e integracién a series.

TEOREMA 6.58 Para la serie de potencias S(x) = Y an(z — a)™ se verifica
que:

1. (Teorema de Abel) la funcion S es continua en su campo de convergen-

cias.

2. S es una funcion derivable en el interior del campo de convergencia y su

derivada se obtiene “derivando término a término la serie”:

Ci: <Z an(z — a)") = Z nay,(z —a)" !

n

Ademds, el radio de convergencia de la derivada coincide con el de S.

3. Una primitiva de la funcion S es:

/ (Z an(z — a)”) dz = Z nci: I (z —a)"t

n
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Ademds, el radio de convergencia de la primitiva coincide con el de S.

En los dos ultimo puntos del teorema anterior se afirma la coincidencia
de los “radios” de convergencia, pero no de los “campos” de convergencia,
es decir, la convergencia en los extremos del campo puede variar al derivar o

integrar.

n
EJEMPLO 6.3.2 El campo de convergencia de la serie de potencias » % es

n—1

[—1,1], sin embargo, la serie de las derivadas, ) , no converge en x = 1

y por lo tanto su campo de convergencia es [—1,1). -

Las propiedades de derivacién e integracion de series de potencias consti-
tuyen una herramienta fundamental para sumar series, tal y como vemos en

el ejemplo siguiente.

EJEMPLO 6.3.3 En el tema anterior hemos probado que:

> 1

g " =—— sijz|<L1l
1—=x

n=0

Aplicando el operador primitiva obtenemos:

o0 pntl
Z =log|l —z|+C =log(l—2)+C, silz|<]l1.
—n+1

Evaluando ambas expresiones en 2 = 0, deducimos que C = 0. Ademas, para
x = —1, la serie converge (criterio de Leibniz) y por el apartado 2 del teorema

de Abel, la igualdad también se verifica en ese punto. Por lo tanto:

o xn+1
> —log(l—z), si —1<z<l. _
—nt 1

6.3.2. Series de Taylor

Las funciones expresadas mediante series de potencias se comportan esen-
cialmente como polinomios, por esta razén, nos planteamos en esta seccién
expresar cualquier funciéon como serie de potencias. Vamos a ver que, en par-

ticular, todas las funciones elementales pueden representarse de esta forma.

Aunque en muchos casos, el método seguido en el ejemplo 6.3.3, permi-
tirda expresar una funcién como series de potencias, en la mayoria de los casos
necesitaremos construirla a partir de su polinomio de Taylor, que definimos y
estudiamos en el tema 1. Recordemos que el polinomio de Taylor de orden n
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de una funcién f en el punto zg es un polinomio de grado menor o igual que
n tal que su valor en xg y el valor de las n primeras derivadas coinciden con

los de f. Su expresion andlitica es:

Aunque tiene sentido determinar el polinomio de Taylor en cualquier punto,
en la practica solo es interesante en aquellos puntos para los cuales es posible
hallar el valor de sus derivadas sucesivas de manera exacta y poder obtener
as{ polinomios cuyos coeficientes sean nimeros racionales. En la secciéon 3
repasamos la familia de funciones conocidas como funciones elementales y

determinamos sus polinomios de Taylor en el punto méas adecuado.

También aprendimos en el primer tema que la siguiente caracterizacion es
una herramienta fundamental para demostrar que un polinomio es polinomio
de Taylor: el polinomio de Taylor de orden n de f en zg es el inico polinomio

tal que
o T@) = Tul)
a—zo  (z — x0)"
Este resultado establece que T, es la «mejor aproximaciéon», en un entorno
de xg, por polinomios de grado menor o igual que n. Otra aplicacién de este
resultado es método mostrado en el siguiente corolario para obtener nuevos

pares de infinitésimos equivalentes.

COROLARIO 6.59 Sea f una funcion (n + 1)-veces derivable en un entorno

| 7 () R
abierto de xy. Entonces, f(x)—T,(x) y W($_$O)n+ son infinitésimos

equivalentes en xg.

EJEMPLO 6.3.4 Para la funcién exponencial y para n = 0, obtenemos la equi-
valencia e — 1 = x, en x = 0, que aprendimos en el tema anterior. Paran =1

obtenemos que
2

er—l—xz%, enx =0.

Aunque podemos demostrar ficilmente esta equivalencia usando el Teorema

de L’Hopital, el polinomio de Taylor es la herramienta para construirlos.

Como ya observamos en el tema anterior, la posibilidad de aproximar el
valor de una expresiéon matemadtica, solo es 1til si podemos controlar el error
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que se comete. El teorema siguiente nos da un método para hacerlo cuando
usamos polinomios de Taylor.

TEOREMA 6.60 (DE LAGRANGE) Sea f una funcion definida en un entorno
abierto de xo y supongamos que f es (n+ 1)-veces derivable en este entorno.
Sea T,, el polinomio de Taylor de ordenn de f en xg y En(x) = f(x) —T,(x).
Entonces, para cada x # x¢ existe un nimero ¢ (que depende de x y de n)
comprendido estrictamente entre x y xg y tal que:

F ()

e (z — x0)" !

E,(z)=

La férmula del resto dada en este teorema se conoce como formula de Lagrange.
Aunque no es la unica posible, si es la mas utilizada por su simplicidad. La
expresion E, puede ser negativa, sin embargo, al trabajar con errores, no
distinguimos entre errores por exceso y por defecto, y por eso entendemos que
el error es su valor absoluto: € = |E,,|.

EJEMPLO 6.3.5 Para calcular el niimero ‘€’ con un tres decimales exactos,
debemos de evaluar la funcién exponencial en el punto x = 1 con un error
e < 10~*. Si utilizamos el polinomio de Taylor de orden n en 0 de la funcién
exponencial que calculamos en el primer tema (ver seccién 3), cometeremos el

siguiente error:

(&
© 1n+1

(n+1)!

eC
= CESE c€(0,1)

Dado que no conocemos el valor de ¢ (y no podemos, ni pretenderemos calcu-
larlo), no podemos conocer el error exacto. Por esta razon, lo que hacemos es
«estimar» dicho error en funcién de n, sustituyendo el valor de ¢, o las subex-
presiones en dénde aparece, por valores mayores. En este caso, e¢ < el =e < 3
y por lo tanto:
e 3
CES S
Si queremos que el error sea menor que 104, basta con encontrar el primer

ﬁ < 1074, es decir, tal que (n + 1)! > 30000.

Con n = 7 lo conseguimos y por lo tanto:

numero natural n tal que

~1+1—|—1—|— = + ! + = + ! + ! —685—271825396
°~ 2 3 AT el T 252

Solo podemos estar seguros de los tres primeros decimales, aunque podemos

comprobar que los cuatro primeros decimales coinciden con los que nos da

cualquier calculadora. -
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No es dificil observar que los polinomios de Taylor no son mas que la

f(n) (.1‘0) (a;—a:o)”;

n!
la correspondiente serie se denomina serie de Taylor de la funcién f.

sucesion de sumas parciales de la serie asociada a la sucesién

DEFINICION 6.61 Dada una funcién f infinitamente derivable en un intervalo

abierto I, denominamos serie de Taylor de f en xg € I a la serie:
> £(n)(p
Zif ( 0)(x7x0)” xel
n!
n=0
Decimos que la serie representa a f en x si converge a f(x), es decir:

% (n) (4
S0 (g = ()

|
= nl
Evidentemente la serie de Taylor para xg representa a f en xg pero puede no
hacerlo en otros puntos. La representacién de la serie en otros puntos estd ca-
racterizada por la convergencia a 0 de la expresion del resto.

TEOREMA 6.62 La serie de Taylor de f en xqg representa a f en x si y solo
St

(n+1)
lim FE,(z) = lim S =0

EJEMPLO 6.3.6 La serie de Taylor de la funcién exponencial la representa en

todo su dominio, R:

lim E = lim —
Para comprobar que este limite es 0, podemos trabajar mas facilmente con su
valor absoluto. Si z < 0, entonces e < 1 y por lo tanto

¢t o o™

CESIIL RS

Siz >0, e <e®y porlo tanto

c 1 l.n—i—l 00
n-+ < T

—_— e — 0

(n+1)! (n+1)!
En los dos limite calculados, hemos utilizado la relacién que aprendimos en el
tema anterior entre polinomios y funcién exponencial. Por otra parte, obsérve-
se la necesidad de «eliminar» el nimero ¢ antes de calcular el limite, ya que
este nimero depende tanto de x como de n y por lo tanto también estd afec-

tado por el operador limite. -
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6.3.3. Funciones elementales

Repasamos en esta seccion la familia de funciones conocidas como funciones
elementales y determinamos para cada una de ellas la correspondiente serie de
Taylor.

En particular, en las figuras de las paginas siguientes, vemos la representa-
cion simultanea de las funciones exponencial, seno y arcotangente con algunos

polinomios de Taylor.

Funcién Exponencial. Recordemos que el dominio de la funcién exponen-

cial, e = expx,es Ry
d
—e" =e” /exdm:ex
dx

El desarrollo de Taylor es:

2 n xn+1

x €T
ex:1+x+?+---+ﬁ+ecnm, (cn entre 0y )

En el ejemplo 77, hemos deducido que la serie de Taylor representa a la funcion

exponencial en todo su dominio:

[e.e] n

emzz% reR

n=0

Funcion Logaritmo Neperiano. FEl dominio de la funcién logaritmo ne-

periano, log z, es el intervalo (0,00) y

d 1
—logz = — /logxdx—mlogx—x
dx T

Hallamos es desarrollo de Taylor en zg = 1:

_1\n+1 _1\n

Estando ¢, entre 1 y z. Para establecer la convergencia de la serie de Taylor

no hace falta estudiar la convergencia del resto de Taylor. Sabemos que la serie
o0

Zx" converge si y solo si |z| < 1y en tal caso
n=0

> 1
gxn: 1—=z
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Integrando la igualdad anterior y estudiando la convergencia en los extremos
de la serie obtenida, llegamos a

X n+l

T > "
Zn—i—lzzzz_bg(l_w)’ xe[-1,1)
n=0 n=1

(En 1 la serie diverge y en —1 la serie converge por el criterio de Leibniz). Por

lo tanto,
i 1—ﬂE i n+1
logz = Z Z (x —1)" z € (0,2]
n=1 n=1

Alternativamente, esta serie se puede escribir como:

o0

n
log(z+1) = Y (- ze(-L1]
n=1 n
Funcién Seno. El dominio es Ry
d
£senx:cos:c senxdxr = —cosz
El desarrollo de Taylor es
I 2+l 22n+2
— . -1 n_*= -1 n+1 -
senE = 3! + + +(=1) (2n+1)!+( ) (Senc)(2n+2)!

siendo ¢ un nimero entre 0 y z. Adema4s, es facil comprobar que la serie de

Taylor representa a la funcién seno en todo su dominio:

0 x%+1
frg —1 n_-~—
Sens NZ%( e

En la figura de la pagina 264, podemos ver las graficas de la funcién seno y
de algunos de sus polinomios de Taylor. Vemos que, igual que ocurre con la
funcién exponencial, la convergencia de la serie es «muy rapida», es decir, con
pocos sumando conseguimos unas aproximaciones muy buenas en entornos

bastante amplios de 0.

Funcién Coseno. El dominio de la funcién coseno es R y
d—cosx:—senx /coswdx—senx
x

El desarrollo de Taylor es

2 4 2n 2n+1
o x x
1n+1
+ (1) (senc)i(zn 0

. = - _ n
cosz =1 51 + o +--+ (-1 @n)
siendo ¢ un nimero entre 0 y x. Ademas, la serie de Taylor representa a la

funcién coseno en todo su dominio:

e r2n
— n
cosx = g (—1) on)!
n=0
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Y
f(z) =sinzx
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\ / \ \
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\ ! A \ / \ !
\ ! N \ / \ /
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Y
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Y
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Figura 6.2: Funcién seno y algunos polinomios de Taylor.
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Funcién Seno Hiperbdlico. La funcion seno hiperbdlico se define como

et —e % ..
senhx = 5 , su dominio es R y
d
P senhxz = cosh x senh z dx = coshx
x

El desarrollo de Taylor es
3 5 22n+1 220 +2

Senh$:x+£+£++7'+(senhc)m

3! 5l (2n+1)
siendo ¢ un nimero entre 0 y x. Ademds, la serie de Taylor representa a esta
funcién en todo su dominio:

e :L,Zn—i-l

he=S -2
Seni e 2n+1)!

n=0

Funcion Coseno Hiperbdlico. La funcién coseno hiperbdélico se define co-

X —x
mo coshz = %, su dominio es R y
d
e coshx = senhx cosh(z) dz = senh z
x

El desarrollo de Taylor es
2 4 22n p2n+l

COSh$:1+£+£++7+(SenhC>m

2 4l (2n)!
siendo ¢ un numero entre 0 y x. Ademas, la serie de Taylor representa a esta
funcién en todo su dominio:

o 2n

T
coshx = ;:()(271)!

Funcién Potencial. La funcién potencial se define como
pa(x) = (14 2)* a € R\N

El dominio de esta funcién depende de a: el intervalo [—1,00) es el dominio
para a > 0 y su dominio es (—1,00) si a < 0. La funcién potencial es derivable
en (—1,00) y

i(1 +2)% =l 4 2)*!

dz

Si a > 1, la funcién también es derivable en —1.

El desarrollo de Taylor es:

(l—l—:[;)a:l—i‘OéIE—l- <g>$2++ <a>$n+< il>(1_~_c)a—n—1xn+l
n n
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Aunque no es tan simple como para el resto de las funciones elementales,

podemos probar que el resto converge a 0 si z € (—1,1) y por lo tanto, para

(14 2)* = i(g)x" ze(~1,1)

n=0
La convergencia en los extremos depende de o. No mostramos los detalles que

todo a:

nos llevan a las siguientes igualdades:

o

1+2)* =) (2", z€[-1,1], a>0

n
n=0
oo
(1+2)* = Z(z)x”, re(-1,1], -l1<a<0
n=0
oo
(1+2)* = Z(z)x”, re(-1,1), a<-1
n=0
Nos queda por repasar las funciones trigonométricas e hiperbdlicas inversas.
Las propiedades algebraicas de las series de potencias nos ayudaran a determi-
nar los desarrollos de estas funciones, pero no podremos utilizar las expresiones

del resto de Taylor.

Funcién Arco—Seno. El codominio de la funcién arco-seno es [~7T/2, T/,

es decir: y = arcsenx siy solo si =T <y < Ty seny = z.

1
—arcsenx =

dx V1—2z2
/arcsenmdx = rarcsenz + \/1 — 22

Obtenemos la serie de Taylor a partir de la serie de Taylor de su derivada:

= axeson = (14 (~a%)/? = i(‘” 2) (~a?)" = f}—nn(‘” 2)

n n
z n=0 n=0

para |z| < 1. Tras integrar y estudiar la convergencia en los extremos con el
criterio de Raabe, obtenemos:

(o, ¢] [o.¢]
_ (D" (=1/2\ opt1 _ (2n)! 2n+1
aesena =3 o )T =2 @2 @n+1)"

n=0 n=0

para |z| < 1.

Funcién Arco—Coseno. El codominio de la funcién arco-coseno es [0, 7],

es decir: y = arccosx siysolosi0 <y <mycosy = x.
d 1

—— arccosxr = —

dz V1—22
/arccoswdaf =gxarccosx — /1 — x2
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El desarrollo de Taylor de la funcién arco-coseno se obtiene facilmente a partir
., ., i ,
de su relacion con la funcién arco-seno: arccosz = 5 arcsen x. Obsérvese

que, por lo tanto, para aproximar el arco-coseno de un niimero, tendremos que

utilizar a su vez una aproximacién adecuada de .

Funciéon Arco—tangente. El codominio de la funcién arco-tangente es el

intervalo [~7/a, T/], es decir: y = arctgx siy solosi ~Th <y < Thytgy = x.

—arctgr = ——=
dx & 1+ 22

/arctgmdfc = zarctgx — log(1 + z°)

Nuevamente, obtenemos la serie de Taylor a partir de su derivada; por la suma
de la serie geométrica sabemos que:

d o0
—arctgr = ——= = —1)"x? | <1
dz & 1+ 22 q;)( ) ]

Integrando y determinando la convergencia en los extremos con el criterio de

Leibniz, obtenemos:

0 x2n+1
arctgr = 1" x| <1
gr=d g s

Funcién Argumento del Seno Hiperbdlico. La funcién inversa del seno
hiperbdlico se denomina argumento del seno hiperbdlico, siendo R su dominio

y codominio:

argsenh z = log(x + /1 + z2)
1
V14 z?

/argsenhl‘ dx = xargsenhz — /1 + 22

Obtenemos el desarrollo en serie de Taylor como sigue:

d 2 /—1/2

T n

— argsenhx =
dx &

n=0
para |z| < 1. Integrando esta serie y deduciendo la convergencia en los extre-

mos con el criterio de Raabe, obtenemos:

[e.9]

1 [-1/2 > (2n)!
hr = 2n+1 _ —1)" : 2n+1
wrgsenha = >0 L (7))t = S

para |z| < 1.
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Figura 6.3: Funcién arcotangente y algunos polinomios de Taylor.
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Funcién Argumento del Coseno Hiperbdlico. La funcién inversa del

coseno hiperbdlico se denomina argumento del coseno hiperbélico, siendo [1, 00)

su dominio y [0, 00) su codominio:

argcoshz = log(z + Va2 — 1)
1

d
— argcosher = ——
dw 2 —1

/argcosh:c dx = xargsenhz — V22 — 1

Funcién Argumento de la Tangente Hiperbdlica.

La funcién inversa

de la tangente hiperbdlica se denomina argumento de la tangente hiperbdlica,

siendo el intervalo (—1, 1) su dominio y R su codominio:
Aty
V1—1y?

d ol 1
—ar T =
dx LR 1— 22

argtgh x = log

/argtghxdx = zargtgh z + log(1 — z?)

Por la suma de la serie geométrica sabemos que:

d 1 >
— argtghx = = 22"
dx 8te 1 — 22 nz%

para |z| < 1. Integrando esta serie obtenemos:
e}
$2n+1

argtghz = Z
n:O2n +1

x| <1

La serie no converge en ninguno de los dos extremos.

Evaluacion aproximada de Funciones

Como ya sabemos, la principal aplicacién del desarrollo de Taylor es la

evaluacién aproximada de funciones mediante los desarrollos deducidos en la

seccion anterior. Debemos tener en cuenta que la evaluacion aproximada no

tiene ninguna utilidad si no se acompana de una estimacién

Para esto, podemos utilizar el resto de Taylor o, cuando se p

del error cometido.

osible, las férmulas

de estimacion asociadas a los criterios de convergencia de Leibniz, raiz, cociente

v Raabe; en estos casos, tras escribir el valor de la funcién

una serie numeérica y aplicar el criterio adecuado.

en un punto como

Sabemos que algunos desarrollos de Taylor son vélidos solamente en una

parte del dominio, en estos casos, tendremos que utilizar

ciones algebraicas para evaluar las funciones en el resto de

algunas manipula-

los puntos:
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» Funcién logaritmo. El desarrollo de Taylor de la funcién logaritmo per-
mite evaluar logx para x € (0,2]; para a € (2,00) podemos utilizar la
siguiente igualdad:

1
loga = —log —
a

= Funcién potencial. Para evaluar una funcién potencial fuera del inter-
valo (—1,1) podemos utilizar el método que se muestra en el siguiente
ejemplo: si queremos aproximar /10, multiplicamos y dividimos dentro
de la raiz por 23:

10 1
V10 = {f =8 =2{[14 7 = 2pys(Ya)

= Funcién arcocoseno. No disponemos de serie de Taylor para la funcién
arcocoseno, pero la igualdad:

™
arccosxr = 5 — arcsenx

ayuda a evaluar de forma aproximada esta funcién utilizando la funcién

arcoseno y una aproximacién de .

» Funcién arcotangente. Fuera del intervalo [—1,1] podemos utilizar la
siguiente igualdad para aproximar la funcién arcotangente:

T 1
arctger = — — arctg —
2 z

6.3.4. Suma de series numéricas

Las series de potencias, y las series trigonométricas que estudiamos en la
seccién siguientes, permiten sumar muchas series numéricas. En la siguiente
tabla resumimos las series de Taylor que hemos deducido anteriormente para

las funciones elementales:

$—' =e”, reR
n!
n=0
e} l‘n

— = —log(1l — z), x € [-1,1)
n=1
o l’2n+1

-1" =senuz, zeR
q;]( ) (2n+1)!
e x2n
Z(—l)” 2n) = cosz, reR

n)!

n=0
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o0 p2n+1
@n 1 1)l = senh z, zelR
n
0
o0 2n
2(2 I = cosh z, reR
n)!
n=0
= [«
S (e =aron vy
n=0
> o'
> (=1 <n> =0, a>0
n=0
> /a
Z<>:2°‘, a>—-1,a#0
n=0 "
oo
)" [=1/2
22( —i-)l( / > 2?1 = arcsen lz| <1
n n
S (2n)!
Z 2@ 1 1) 2?1 = arcsen lz| <1
n
o0 p2n+l
S (g = arctge, o <1
n
n=0
oo
1 —1/2
Z ( / >:L‘2”+1 = argsenh z, lz| <1
n:02n+1 n
oo
(2n)! 2n+1
-1" "t — argsenhz, |z| < 1
nz:;(  am2en 1 1)” rgsenhiz, ||
o0 x?n—&-l
ol argtgh z, x| <1
n=0

Series del tipo P(n)/n!

A partir de la serie Z% = e podemos sumar todas las series del tipo

> m, en donde P es un polinomio de grado p y ¢ € Z. El criterio del
cociente permite demostrar que todas ellas son convergentes y el método que
presentamos a continuacién permite calcular su suma. Partimos de la siguiente

descomposicién del polinomio P:
Pn)=an+qn+q-1)---(n+q—p+1)+ Pi(n)

donde P; es un polinomio de grado menor o igual que p — 1 (y que puede
ser descompuesto de la misma forma) y a, es el coeficiente de n? en P. Tal
descomposicién se obtiene facilmente imponiendo la igualdad y acumulando

en Pp, los términos que mo estén en el primer sumando. A partir de esta
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descomposicion se obtiene que:

P Pl(n)
Z<n+q LDy s ) Dy eewny

La primera serie se suma utilizando la serie de Taylor de la funcién exponencial,
como veremos a continuacién, y la segunda es una serie del mismo tipo inicial
pero de tal forma que el polinomio del numerador tiene grado estrictamente
menor. Si aplicamos la descomposicién hasta conseguir que el polinomio del
numerador se reduzca a una constante, habremos reducido el problema a sumar

varias series del tipo ;]:V(nik)'
oo 00 N+k—1 N+k—1 1
Yo=Y 5= Z - Smem X
n= (TL + k n= N+k = n=0 s n=0 n

6.3.5. Series de Fourier

Si a, y b, son dos sucesiones numéricas, la siguiente serie funcional se

denomina serie trigonométrica:

o0

S(z) = Z (an cosnx + b, sennx)
n=0

Es evidente que las funciones definidas por esta series son periddicas. Més
complicado es determinar en qué condiciones estas funciones son continuas
o derivables. Por ejemplo, sabemos que si las series asociadas a a, y b, son
absolutamente convergentes, la serie trigonométrica determina una funcién

continua y derivable.

Asi como las series de Taylor permiten aproximar cualquier funcién me-
diante polinomios, queremos que las series trigonométricas nos ayuden a apro-
ximar funciones periédicas mediante combinaciones lineales de funciones del

tipo sennz y cosnz.

Supongamos que

flx) =

o0
ag
— + an cosnx + by sennx
5 n; n n )

vy que las propiedades de f permiten permutar los operados de integracién y
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de serie. En este caso, podriamos realizar el siguiente desarrollo:
(e.9]
ao
f(x) cosma = 5 Cosmz + E (an, cos nx cos mx + by, sen nx cos mx)

n=1

/f(z:)cosm:nda::/ %cosma:dx%—

—T —T
0 s
+ g <an / cos nx cos mx dx+
n=1 -

™
+ bn/ Sen nT cos mx dx) = QT

—T
Repitiendo el mismo proceso multiplicando f por sen mx, conseguimos expre-

sar todos los coeficientes a,, en funcién de f:

1 s

ap = — f(z)dx
™ J—m
1 ™

m = — f(z) cosma dx
™ J—m
1 s

b = — f(z)senmz dzx
™ J—7

Debe quedar claro que la el paso en el que permutamos la integral con la
serie no es en general valido. Como hemos visto anteriormente, si lo podemos
hacer en las series de potencias y lo podremos hacer en algunas series trigo-
nométricas, pero no es valido para cualquier serie de funcién. El estudio de las
condiciones que debe verificar una serie general para que tales transformacio-

nes sean posibles, queda fuera de los objetivos de este curso.

En cualquier caso, el desarrollo anterior justifica la definicién que vemos a
continuacién; si existiera una serie trigonométrica que represente una funcién
f, sus coeficientes deberian de verificar las igualdades obtenidas arriba.

DEFINICION 6.63 Sea f una funcién periddica de periodo 27 e integrable y

consideremos las sucesiones a, y b, definidas por

1 ™

ap = — f(x)dz
T™J—m
1 ™

ap = — f(z)cosnxdr, n>1
™ J—m
1 s

by, = — f(z)sennxdx, n>1
™ J—m

Llamamos serie de Fourier asociada a f a la serie trigonométrica

S(z) = % + Z (an, cosnz + by, sennx)

n=1

y escribimos f(x) ~ S(z).
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EJEMPLO 6.3.7 Vamos a determinar la serie de Fourier asociada a la funcion

periddica de periodo 27 tal que

0 sizéel[-m—m/2)
flx) =91 size[-7/2,7/2)
0 sizé€en/2,—m)

Hallamos los coeficientes como sigue:

1 T 1 w/2 /2
ap = — f(m)dx:/ dx:[l} =1
T T _n)2 T] _n/
1/”/2 [1 ]’f/? 2 nr
anp = — cosnrdx = | —sennx = —sen —
T ) _x/2 nm —rj2  NT 2
1 7r/2 1 7T/2
b, = / sennrdr = [—cosnw] =0
m _ﬂ./2 nm —7r/2

Podemos simplificar los coeficientes a, teniendo en cuenta que, si n = 2k,

entonces sen %T =senkm = 0ysin = 2k+1, entonces sen w = (1",

Por lo tanto, la serie de Fouries es:

1 2
f(z) ~ 5t kgo(—l)km{ 1 cos(2k + 1)x -

Notacion compleja

Una representacién alternativa para las series de Fourier, y en muchas
ocasiones mas sencilla de manejar, es la que se obtiene al utilizar la definiciéon

de las funciones trigonométricas utilizando la exponencial compleja:

oo
S(x) = % + Z(an cosnx + by, sennx)
n=1
a l - , ) .
= ?0 + §Z(an(emx I r )
n=1
a 1 & : .
= 50 + 52((0% — ibp)e"™ + (an + iby)e” ")
n=1

Definimos:

Co = %a07cn = %(an - ibn)ac—n = %(an + an)

i . .
=co+ Z(cnemx +c_pe ")

n=1
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[es)
= +§ :(Cnemx +C_ne—znx)
n=1

[Extendiendo la notacion Z:

[eS) —00
:CO+§ :Cneznm+ 2 : cnemx
n=1

n=-—1

Los coeficientes ¢, introducidos pueden describirse mas facilmente como sigue:

1 1 [7
Co = 500 = — f(z)dz
2 T™J_x
. 1 T .
cn = =(an —iby) = — f(z)(cosnz —isennz)dx
2 2m J_»
1

= — i f(z)e ™ dx

27 J_»
1 ) 1 [ .
cn=—(an +ib,) = — f(z)(cosnz + isennz)dx
2 2m J_»
17 -
= — f(z)e™*dx

27 J_,

Es decir, la serie de Fourier de la funcién f es:

S(z) = Z cne™
n=—oo
en donde:
1 " —inx
Cn = — flx)e " dex, n e Z
27 J_»

Simplificaciéon del calculo

Las posibles propiedades de simetria de la funcién f facilitan el cdlculo de

los coeficientes, como en los casos que recoge el siguiente resultado.

PROPOSICION 6.64 Sea f una funcién periddica de periodo 2.

1. Si f es una funcién par, es decir, f(—z) = f(z) para todo x, entonces

oo
flx) ~ % + zjlan cos N
n=

en donde: a,, = 72r/ f(z) cosnz dz
0
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2. Si f es impar, es decir, f(—x) = —f(x) para todo x, entonces,
flz) ~ an sennx
n=1

en donde: b, = 7?'/ f(x)sennzdx
0

También serd 1til tener en cuenta que el intervalo de integracién [—m, 7]
utilizado en la definicién de los coeficientes puede ser sustituido por cualquier
otro de amplitud 27, ya que si una funcién es periédica de periodo 27, las
integrales en cualquier intervalo de periodo 27 son iguales:

a+2m s
/ H(z)dx = H(z)dx
a —Tr
En particular, es frecuente utilizar indistintamente los intervalos [—m, 7| y
[0, 27].

Propiedades

Tal y como hemos advertido antes, la igualdad entre la funcién y su serie
de Fourier no es valida en general, aunque si se verifica en determinadas con-
diciones, segun establece el teorema de Dirichlet que vemos a continuacion.

Antes de ver este resultado recordamos algunos conceptos y notaciones.

f(a™) denota el limite por la derecha de f en a si este existe: f(a™) =

h’m+ f(x).

r—a

» f(a™) denota el limite por la izquierda de f en a si este existe: f(a™) =

lim f(x).

r—a

» f’(a™) denota la derivada por la derecha de f en a si esta existe: f'(a™) =

o £@) = fla®)

r—at xr—a

» f’(a”) denota la derivada por la izquierda de f en a si esta existe
oy g @) = fla)
fi(@7) = lim 20—

» Una funcién f definida en el intervalo [a,b] se dice que es derivable a
trozos si existe una particién {a = zg,x1,...,z, = b} del intervalo, de
tal forma que la funcién es derivable en cada subintervalo (z;, x141) y
existen las derivadas laterales en cada z;.
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TEOREMA 6.65 (DE DIRICHLET) Sea f una funcion periddica de periodo 2w
y derivable a trozos en el intervalo [—m,m); consideremos la serie de Fourier

asociada a f, S. Entonces, se verifica que para cada x € R,

S(@) = 5l ) + fa)]

en particular, si f es continua en z, S(z) = f(x).

Es decir, en los intervalos de continuidad la serie coincide con la funcién y
en los puntos de discontinuidad, la serie converge al punto intermedio entre los
limites laterales. Para el ejemplo 6.3.7, lo vemos graficamente en la figura 6.4

También hemos advertido varias veces que el operador serie no permuta,
en general, con los de derivacién e integracion. Para las series trigonométricas,

en determinadas condiciones si podremos hacerlo.

TEOREMA 6.66 Sea f una funcion periddica de periodo 2, derivable en [—m, 7]
y verificando:

1of(=n") = f(x7);

2. [" es derivable a trozos en |[—m,7|;

3. f(x) = % + Z(an cosnx + by, sennx).

n=1

FEntonces,

f(z) ~ Zn(—an sennx + by, cosnx)

n=1

Si una serie de Fourier tiene termino independiente, su integral, término a
término no es una serie trigonométrica. Por lo tanto, no seria cierto afirmar
que “la integral de la serie de Fourier es la serie de Fourier de la integral”.
Sin embargo, si podremos realizar este operacién para generar nuevas series
de Fourier. Antes de ver el correspondiente resultado, vamos a observar que,

/0 " fae

de una funcién peridédica f, no tiene que ser periédica, la siguiente funcion

aunque en general la primitiva

si lo es:

oa) = [ s G
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Funcién impulso

E -7 | | T E
L + ] L + " X
So(z) =% + 2 cosz
—1TT 1 1 T
1 1 X
—7/2 /2
Si(z) =4+ 2 cosz — & cos 3z
I 1 1 /_ZT X
—m/2 /2

1,2 _ 2 2 _ 2 2
Sy(r) = 5+ 2 cosw — 5- o8 3T + £ cos 5bx — 2= cos Tw + 5. cos 9z

\/771_/2 7_‘_/2\/

Figura 6.4: Funcién impulso, definida en el ejemplo 6.3.7, y varias sumas par-
ciales de su serie de Fourier.
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T+27
/ £t — 2 (@ 4 2m)
0 2
2 T+27

= f(®)de + /2 f()dt — %ac —aom

0 T

427 agp
= aoT + / f(t)dt — —x — agm
2m 2

:/:%f( dt—— /ft+2 dt—— /f dt——

De hecho, el teorema de integracién de series de Fourier que vemos a con-
tinuacién nos dice si integramos término a término la serie de Fourier de f,

obtenemos la serie de Fourier de g.

TEOREMA 6.67 Sea f una funcion periddica de periodo 2w y derivable a trozos

en [—m, | con el siguiente desarrollo en serie de Fourier:
1[f(t+)+f ——0 i (an, cosnt + by, sen nt)
2 2 — n n

Entonces, para cada x se verifica que

Ay = [ an by
/f dt—— :70—#5 <asenn:z—cosnx>,
n n
n=1

en donde, Ay = 71r/ g(z)dx.

—T

Naturalmente, la funciéon g puede expresarse con cualquier primitiva de f; el
coeficiente Ag dependerd de la primitiva elegida, pero en cualquier caso los

resultados solo diferirdn en una constante.

EJEMPLO 6.3.8 Vamos a aplicar el resultado anterior a la serie del ejem-
plo 6.3.7. Dado que ya hemos demostrado que la funcién fo t)ydt — P
es perioddica de periodo 27, solo necesitamos calcularla expllcltamente en el

intervalo [—m, 7]:

- Sizeom—m/2): [T dt_f:/th—H -z
—7/2

T

» Sizel—n/2,7/2: [ f(t)dt = [ dt = H =z

0

T

= Size[n/2,7: [§ ft)dt = [, dt = H /2:727.
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/4

>
3
;___
<

Figura 6.5: Funcién g del ejemplo 6.3.8.

Por lo tanto, la funcién g(z fo — 5 coincide con

Tt size[-m —7/2)
g(x) = z sixz€[—7/2,7/2)
= sixz € [n/2,—7)

FEn la figura 6.5, podemos ver la grafica de la funcién g, y tal y como establece
el teorema anterior, observamos que es continua en R. Su coeficiente Ag lo
tenemos que calcular explicitamente, sin embargo, por la simetria impar de g
podemos afirmar que dicho coeficiente es nulo, sin necesidad de hacer el calculo.
Finalmente, integramos la serie de f para obtener la de g segin establece el

teorema:

- 2
= kzo(_l)kw sen(2k + 1)x -

EJEMPLO 6.3.9 Podemos utilizar las series de Fourier para sumar series numéri-
o0
1
cas. Vamos a obtener la suma de la serie g W usando el desarrollo

del ejemplo anterior. Si tomamos = = 7/2, tenemos que

e}

7_[_/2 Z k—‘rl 2k 2 : 5 sen 7T(2k2+ 1) _
= +1)
oo oo
k:O 2k + 1 k:O 2k: + 1
Por lo tanto, Z ; _T -
(2k+1)%2 8

Extensiones peridédicas de funciones

En muchas ocasiones estaremos interesados en el desarrollo en serie tri-
gonométrica de funciones definidas en un dominio restringido. La forma de
hacerlo sera extender el dominio de forma periédica y utilizar los métodos
anteriores para encontrar el desarrollo buscado. Haremos este estudio para el
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dominio restringido [—7, 7], la extensién a un dominio més general es inme-

diata teniendo en cuenta la seccion anterior.

Consideremos una funciéon f arbitraria; se pueden presentar dos situacio-

nes:

1. El dominio que nos interesa es [—m, 7] (o cualquier otro intervalo de
amplitud 27); en este caso, desarrollamos la funcién ¢ definida como
extensién periddica de f.

2. Solo nos interesa el dominio [0, 7]. En este caso tenemos dos posibilida-
des, las dadas al considerar las funciones f; y fo definidas como extensién
periddica de:

f(z) si x € [0, 7]

filz) =
(@) f=z) size[-m0)

f(z) siz €0,

fo(z) =
(@) —f(=x) siz€[-m0)

que coinciden con f en [0,7]. La funcién f; es par y por tanto su serie de
Fourier es una serie de cosenos; la funcién fo es impar y por lo tanto su

serie de Fourier es una serie de senos. Considerando una u otra funcién como

extension de f tenemos las siguientes series de Fourier asociadas a f:

Serie de cosenos. Si f esta definida en [0, 7], su serie de cosenos es

agn >
f(z) ~ 3 + Z:lan cosnz, € [0,7]
en donde: a, = 72T/ f(x)cosnx dz
0
Serie de senos. Si f esta definida en [0, 7], su serie de senos es
f(z) ~ an sennz, x € 0,7
n=1

en donde b, = 727/ f(x)sennzx dx.
0

Funciones de periodo arbitrario

Es posible definir la serie de Fourier asociada a cualquier funcién periédica
aunque el periodo sea distinto de 2. Tal definicién se hace a partir de la dada
en la seccién anterior y mediante una simple cambio de variable.
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Si f(z) es periddica de periodo 27", entonces g(t) = f (%t) es periddica de
periodo 27; a esta funcién le podemos hallar su serie de Fourier, g(t) ~ S(t);
una vez hecho esto, y teniendo en cuenta que f(z) = g(Fz), obtenemos la

serie de Fourier de f, f(x) ~ S(%x). Los resultados obtenidos nos llevan a la
serie

o
NEO—I-Z ancos 3:—|—b senn—;x)
n=1
en donde

1 T
apg = — flx)dz
-T
T

~

— f ) cos —x dx

= T/_Tf(x)sen?xdm

Utilizando la notacién con la exponencial compleja, si f es una funcién de
periodo 2T, su serie de Fourier es:

oo
§ : cneznﬂx/T

n=—oo

en donde:

I :
T/ f(x)e™ /Ty, n e Z
-T

De la misma forma que para las funciones de periodo 27, en las funciones
de periodo 2T podemos utilizar cualquier intervalo con esta amplitud, en las
integrales que definen los coeficientes de Fourier.
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Ejercicios basicos

1. Hallar los campos de convergencia de las series de potencias siguientes:

@) I b S nn(z — 5" ¢) 2(9674;7!@"
n=1 n=1 n=1

d) Z (—132"71! (z—1)" ) Z E;lr?;‘ "
n=1 n=1

2. Queremos aproximar el valor de /e, jqué funcién considera més adecua-
da para este objetivo, la funcién exponencial o la funcién raiz cuadrada?
Razone la respuesta y utilice la funcién elegida para aproximar dicho
niimero con un error menor que 1073 (dos decimales exactos).

3. Lea la parte de la seccién dedicada a las funciones potenciales y poste-
riormente conteste los siguientes apartados
a) Evalde y simplifique el niimero combinatorio (17/1 2) paran =0,...,4.
. . s (1)2
b) Simplifique la expresién ( ! )

¢) Utilice la expresién obtenida en el apartado anterior para excribir el
polinomio de Taylor de orden n en 0 de la funcién f(z) =+/1+ =.

d) Siguiendo las indicaciones de la seccién 6.3.3, construya una serie
cuya suma sea /5 y elija el método mas adecuado para aproximar

su valor con un error menor que 1073,
4. Considere la funcién f(z) = z2e™%.

a) Utilice el polinomio de Taylor de la funcién exponencial, su ex-
presion del resto de Lagrange y las propiedades algebraicas para
obtener el polinomio de Taylor de f y una expresién de su resto.

b) (El resto obtenido en el apartado anterior es el resto de Lagrange
de la funcién f? En cualquier caso, utilicelo para hallar f(1/4) con

un error menor que 1074,

5. Utilice el resultado para determinar un infinitésimo equivalente z? —
cosz2 + 1 en 0. Uselo para calcular el siguiente limite

22 —cosz? 41

1
xli% x3ex
6. Determine la serie de Taylor de la funcién f(z) = % usando el

(1—x)

siguiente proceso.
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1
(1—a)*

a) A partir de la serie de ﬁ, obtenga por derivacion la de

b) Exprese la funcién g como suma de fracciones simples.

c¢) Utilice las propiedades algebraicas y los apartados anteriores para
construir la serie de Taylor de f.

o0
2
7. Obtenga la suma de la serie Z(—l)” " usando el siguiente proceso:

2n+1
n=3

o0

a) Sume la serie de potencias anx” usando las propiedades de deri-
n=1

vacion y las propiedades algebraicas de las series de potencias que

permitan reducirla a una serie més simple.

b) Evalte la serie del apartado anterior en un valor de x adecuado
para poder sumar la serie propuesta.

oo

8. Lea la seccién 6.3.4 y utilicela para sumar la serie Z

n=2

n?—2
n!

9. Halle la serie de Fourier de la funcién f, peridédica de periodo 27 y tal

0 en (—m0
que h(x) = ( ]
x en (0,7]
— 1
Utilice esta serie para calcular la suma de la serie numérica 22(2”_1)2
n=
2 (e e}
10. @) Justifique la igualdad: z2 = = + 42(—1)”%, x € [—m, .
3 — n
= 2
b) Deduzca que: z = Z(—l)"*lﬁ sennz, € [—m, .
n=1

o
¢) Deduzca que: z(2? — 72) = 122(—1)"%, x € [—m, ]
n=1

[e.9] o0
_1\n
d) Calcule las sumas de las series: Z# y Z( 12)

n=1 n=1
11. Lea la seccién 6.3.5 y aplique su contenido para desarrollar en serie de

cosenos la funcién senx para = € [0, 7.

12. Leala seccién 6.3.5 y aplique su contenido para obtener la serie de Fourier
la funcién de periodo 3 definida en [—1,2) por f(z) = E[z].
13. Exprese como suma de funciones racionales simples la sucesién racional

Gy = (—1)”ﬁ. Entre las series que ha aprendido a sumar en esta

o0
leccion encontrard aquellas que le permiten evualuar E Q-

n=1
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Relacién de ejercicios (I)

1. Responder las siguientes preguntas razonando las respuestas con «precisién»:

a) Dadas dos sucesiones a,, y b, consideramos los conjuntos de sus
elementos: A = {a,}, B = {b,}. Si A = B, {podemos afirmar que
lim a,, = lim b,,7

b) Es cierto que jtoda sucesién acotada es convergente?

c¢) (Es correcto escribir la igualdad simbdlica G = oo?

. a f .
d) Si =L — senn, ;podemos afirmar que el limite lfm /@, no existe?
Gnp,

e) Las sucesiones a,, = senn y b, json infinitésimos equivalentes?

2. Determine el término general de la siguiente sucesién y calcule su limite

0,0'9,0'99,0'999, 09999, . ..

3. Consideremos las siguientes sucesiones:

—3n+5 n? —3n 1
n — ) bn: _3774 ) n — ) dn:
a (—3) c =

n n!
Para cada una de ellas, calcule los primeros términos, analice intuitiva-
mente sus propiedades (monotonia, acotacién y convergencia) y final-

mente estudielas formalmente.

4. Calcule y exprese de la forma maés simplificada posible los primeros térmi-

nos de las siguientes sucesiones

B "k B mn+1)(n+2)-(n+n
a”_kzln’ bn = 2n(2n+1)(2n+2)...(2n +n)

5. Consideramos la siguiente sucesion definida por recurrencia:

ay = 2
Ap =QAp—1—3 si n>1
a) Calcule los diez primeros términos de la sucesién y analice intuiti-
vamente sus caracteristicas (monotonia, acotacién y convergencia).

b) Estudie formalmente las propiedades de monotonia, acotacién y

convergencia.

¢) Deduzca el término general de la sucesion.
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6. Consideramos la sucesion a,, definida recursivamente por

a) Utilice induccién para demostrar que la sucesion es decreciente.

b) Del punto anterior se deduce que a,, < 2; utilice induccién para

demostrar que ademas a,, > 1

¢) Podemos concluir entonces que a, es convergente; demuestre que

su limite ¢ verifica que ¢ = 2.

Todo nimero real se puede construir como limite de una sucesién de
numeros racionales. Con este ejercicio, hemos construido una sucesién
cuyo limite es v/2.

7. Demuestre que si kn? es el término de grado mayor en el polinomio P(n),
entonces a, = P(n) y b, = kn? son infinitos equivalentes.

8. Demuestre que a,, = log(n + k), b, = log(kn) y ¢, = logn son infinitos
equivalentes y utilicelo para calcular el limite

, 3log(n—17)
lim —————
2log(bn)
9. Demuestre que a, = (n 4+ 1)¥ —n® y b, = an®"! son infinitos equiva-
lentes.

evode... e

10. Calcule el limite lim

11. Escribiendo el cociente _ L como suma de fracciones simples, sim-
m(m +1)

plifique la expresién de la sucesion en siguiente limite para calcularlo:

tim (et
1-2 2-3 (n—=1)n nn+1)
12. Resuelva los siguientes limites:
a) lim <n— (n+a)(n+b)) b) limn (Ya— "V/a)

13. Los siguientes limites se resuelven utilizando el criterio de Stoltz o el
criterio del cociente:

1P 9P ... P
a) lim + n—;—'rl +n,(p€N)

b) lim ¢/(n+1)(n+2)...(n+n)
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14.

15.

16.

17.

18.

19.

20.

Sea a, una sucesién tal que lim a,, = a; utilice el criterio de Stoltz para

calcular
a; + @ 4
2 n

logn

lim

Utilice el teorema de compresién para calcular el limite de las sucesiones:

(n—1)!
(1+V1)(1+V2)...(1+/n) n

a)

Utilice la constante de Euler para calcular el siguiente limite

1 1
+

lim 4+ 4
n+l n+2 n+n

Utilice la caracterizacién secuencial y el teorema de L’Hopital para cal-

., n
cular lim —-.
e

Razonar con «exactitud» sobre la veracidad de las siguientes afirmacio-

nes:
a) Si a una serie le quitamos un conjunto finito de términos, la suma
de la serie no varia.
b) Si una serie es convergente, el limite de su término general es 0.
¢) Si el limite de una sucesién es 0, la serie asociada es convergente.

d) Si ) a, es una serie de términos positivos y convergente, entonces
3" a2 también es convergente.

e) Si ) a, es una serie de términos positivos y convergente, entonces
> V/a, también es convergente.
f) Consideremos la serie Y (—1)"/n; por el criterio de condensacién, el
_1)2*
caracter de esta serie coincide con el de la serie > | 2’“% =>1
que es divergente. Por tanto, la serie > (—1)"/n es divergente.

Demuestre que la siguiente serie es telescopica, estudie su convergencia

y stumela si es posible.

o~ (—1)" (20 + 1)
@) Z n(n+1)

n—

y sumela aplicando el

_1)

e.9]
. . . 1
Estudie 1 del g —
studie la convergencia de la serie 0 (@n?
e

siguiente procedimiento:

a) Escriba el término general como suma de fracciones simples.
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21.

22.

23.

24.

25.

26.

27.

b) Simplifique la expresion de la sucesién de sumas parciales utilizando

la constante de Euler.

c¢) Calcule el limite de la expresién de la sucesién de sumas parciales

obtenida en el apartado anterior.
Estudie el cardcter y sume si es posible las siguientes series:

2 ;123;‘“’ n Y

n=0

o
n
Sume la serie 22+4+83—T11—-..+2
n=3

Sume las siguientes series aritmético-geométricas:

[e%e) o]
1— n —2
0 YAt a) S (-1l
n=3 n=0

Teniendo en cuenta que es una serie hipergeométrica, sume la serie
[e.e]

1
Zn(n +1)

n=3

Criterio del logaritmo. Sea ) a, una serie de términos positivos. Si

log -
k= lfim —2an
logn

entonces se verifica que

= Sik <1 la serie diverge.

= Si k> 1 la serie converge.

a) Estudie el criterio del logaritmo para estudiar la convergencia de
series p-arménicas (corolario 6.40).
b) Si es posible, aplique el criterio del logaritmo para estudiar la con-

vergencia de las siguientes series:

— n
DYEY YR aYe )l
n=1 n=2 n=3 n=4
Aplique infinitos equivalentes para encontrar series p-armoénicas con el
mismo caracter que las siguientes y deduzca su caracter:
2 5n + 8 Oo4n2—|—5n 3
n"—on+o b 4N~ T on —o
%) n—2 ) D T
n=1 n=2
— P
Repita el ejercicio anterior para una serie del tipo Zﬂ, en donde
2.Q)

P y @ son dos polinomios de grados p y q respectivamente para deducir

que:
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a) Siqg—p <1 la serie diverge.

b) Siqg—p > 1 la serie converge
28. Sean f y g dos funciones crecientes y estrictamente positivas en su do-
minio, h una funcién decreciente, ¢, una sucesién creciente y d, una

sucesion decreciente. Utilice las propiedades algebraicas de la relacién

de orden para demostrar que:

a

b

f + g es una funcion creciente.
f - g es una funcién creciente.
¢) 1/f es una funcién decreciente.

e o g es una funcién creciente y f o h es una funcién decreciente.

f

g

)
)
)
d) —f es una funcién decreciente.
) [
) f(cn) es una sucesién creciente y f(d,,) es una sucesién decreciente.
) h

(cn) es una sucesion decreciente y h(d,,) es una sucesién creciente.

29. Estudie el caracter de las siguientes series:

1 n- Z 1
Vn2 -1 n! nlogn
no:og 1 1 no:ol nO:OQ
n3 n" 2n —1
n=1 n=1 n=1
SN ST
> =
T n
— (logn) s (logn) ~ nlogn
Z\f_\/n+1 Z(_l)n% 2 3n +2) -nt/?
nozol no:ol n:l( n ) n
Z(a-l—l)--'(a-f—n) a” n*
n! n n!
n;l nO:OI nO:ol o n
n—i—l)” on }—” 1 n - cos” gt
Z[( n T Zn(logn)Q Z il
n;l nO:O2 n;l
Zl+21+‘ + 2" 1+ cos®n sin®n
4n n3 n
n=1 nozol nozl
n+2n+---+n? Z 1 1 n®
n° n nl 2m
n=1 n=1 n=1
D i (@>0) ZH)“% > (=1)"sen

= a(a+1).. (at+n—1) > . (il
bb+1)...(b+n—1) Zse“<4n2> Z(3n)!

n=1 n=1 n=1
oo oo (n')3 0o
D nt(Vn+1-2yn+n—1) ) Li24.m
n=1 n=1 ) n=1
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30. Halle los campos de convergencia de las series de potencias siguientes:

31.

32.

33.

34.

S o
0 S )
n=1 n=1
%) %)

¢) Z(w ;Ll)n d) ZT;TLI%
n=1 n=1
e) " o f) ni‘*‘lxn
%n +1 7%.;\/1 + 2n
q) an” h) Zi(n_i);x"
n=1 n=1
_1\n o _ nn3
)Y S ey i) Sy
n= n=1
- n" n - 1 n
k) ;n!(ﬂf-f-l) ) ;w(;ﬂ—n
m) Z(”;;l)!( _ oy n) S (logn)a”
n=1 n=1
I n! n - z"
1) Z;(n"i_l)nx 0) < 2_\/ﬁ
a2t 0

o0

Zn”(:c -1
n=1

e n

2%%@”

n=2

)

a) Calcule e con un error menor que 10~%. ;Cudntas cifras decimales

de esta aproximacion son exactas?
b) Calcule sen 1 con un error menor que 1074,

¢) Calcule log 1’5 con un error menor que 1074,

Lea la seccion 6.3.3 y utilicela para construir una serie cuya suma sea
log 5. Aproxime la suma de dicha serie, es decir, el valor de log 5, con un

error menor que 1073,

Paran =1y n =2, exprese la funcién /1 + x como suma de su polino-
mio de Taylor de orden n més el correspondiente resto. Deduzca, para

x > 0, las siguientes desigualdades:

2

Y e Vi¥z<l1+

x
14> - =
2 8

z
2

2 3
Para x > 0, pruebe que: |(14 z)'/3 — (1 + % — %) < 583?1
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35

36.

37.

38.

39.

40.

41.

Utilizando series de Taylor para determinar los infinitésimos adecuados
para calcular el limite
2 2
z° +log(l — x
i &1 log( )

2
=0 2cosx +e¥ —3

Represente mediante serie de potencias de x las siguientes funciones:

a) f(z) = senhz b) f(z) = log } L
o0
Sume la siguiente serie de potencias Z (n+1)z"
n=oo
Sume las siguientes series:
— n —  n?
a) ) b)
S S
Considere las siguientes funciones:
—1 en (—m,0]
flz) = i g@) =zl =z e [-mm);
1 en (0, 7]

a) Use la definicién para calcular la serie de Fourier de f y deducir a

partir de ella la serie de Fourier de g.

b) Use la definicién para calcular la serie de Fourier de g y deducir a

partir de ella la serie de Fourier de f.

Desarrolle en serie de Fourier las funciones de periodo 27:

w4 size (0]
a) f(z)= /4 si:BG(—WaO]’

m—x size (0,

T+x sizée (-0
Aplique dichos desarrollos para calcular las sumas de las siguientes series:
2
n:02n +1 n:0(2n +1)
Desarrolle en serie de Fourier la funcién de periodo 4 definida en [—2,2)

por f(z) = =.
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Relacién de ejercicios (II)

1. Consideramos la siguiente sucesién definida por recurrencia:

by =3
bp=b,_1+n si n>1
a) Calcule los diez primeros términos de la sucesién y analice intuiti-
vamente sus caracteristicas (monotonia, acotacién y convergencia).

b) Estudie formalmente las propiedades de monotonia, acotacién y
convergencia.

¢) Deduzca el término general de la sucesion.

2. Justifique que las siguientes sucesiones son convergentes y calcule sus
limites

cl1 = \/§ di=a>0
Cn = 2\/cn—l dp, =a+ (dn—1)2

3. Resolver los siguientes limites:

. logn . log(n+3)
a) lim o 511 b) lim “logn

4. Los siguientes limites se resuelven utilizando el criterio de Stoltz o el
criterio del cociente:

2 n
a) lim ¥/nZ +n b) lim%(2+%+~--+%)
. (logn)? S R R [}
1 (logn)” 1
c¢) lim - d) fm 3w
5. Utilice el criterio de Stéltz y la equivalencia (n+1)® —n® = an®~! para
n8/3
calcular el limite lima,, = ot

Razone que, aplicando sucesivamente el criterio de Stoltz, se puede llegar

«
a la misma conclusién para el limite lim a,, = =, para cada o
e

|
6. Calcule el limite lim n—n utilizando el teorema de compresion.
n

7. Utilice el teorema de acotacién para calcular los siguientes limites:

.1 1 1
fmLt o - o 1
a) s + (n +1)2 tet (n+ n)?
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10.

11.

12.

13.

14.

15.

16.

. Calcule el siguiente limite

1 1
/ log(1+§+~-+ﬁ)
lim

log(logn)

. Para la siguiente sucesién, determine el término general de la sucesién y

calcule su limite.
0'3,0'33,0'333,0'3333, ...

Para la siguiente sucesion, determine una forma recursiva de su término

general y calcule su limite.

¥4, {’/4571, \5/4{’/45%,...

Supongamos que lim a,, = a; halle los siguientes limites:

a) lim a1 + 2as —i—2--~+nan
n
o1 _‘_ea2/2+.__+ean/n_n
log(n + 1)

b) lim
Demuestre que las siguientes series son telescopicas, estudie su caracter
y sumelas si es posible.

o0
S ZV“%
nzl(n+1)(n+2) Vnyvn+1
o0
1 1 2” +n(n+1
12 () e

n=1

3n + 4n

Estudie el cardcter y sume si es posible la serie .
n=0

Sume las siguientes series aritmético-geométricas:

0 Y+ N X

n=>5

Deduzca la férmula general de la suma de la serie aritmético geométrica:

o0

Z (an+b)r™ st |r| <1

n=N

nla”
+a)(14+2a)---(1+na)

Demuestre que la serie E es hipergeométri-

ca y sumela si es pos1ble
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17.

18.

19.

20.

21.

22.

1) (a+n—-1)
+1)...(b+n—-1)

Demuestre que la serie Z 0 es hipergeométrica y

n=1
sumela si es posible.

Deduzca una féormula general para la suma de una serie hipergeométrica.

Deduzca el criterio de Pringsheim como corolario del criterio de compa-
racién por paso al limite.

Criterio de Pringsheim. Sea a, una sucesion de términos positivos y su-
pongamos que limnCa, # 0. Probar que: (1) si ¢ > 1 entonces, Y a,
converge; (2) si ¢ <1 entonces, Y a, no converge.

Series numéricas e integrales impropias: Si f es positiva, continua y
decreciente en x > 1 y a, = f(n), entonces

an oy /loof(a:)dx

tienen el mismo cardcter.
Estudie el caracter de las siguientes series utilizando este resultado cuan-
do sea posible.

> senn > n “n-5
DBper Z Z Sl L
n=1 = = n=1 n=1

Consideremos la serie g R(n)r™, en donde R es una funcién racional.

n=1
a) Si|r| # 1, utilice el criterio del cociente para demostrar que la serie

converge si y solo si |r| < 1.
b) Sir =1, en la relacién anterior hemos analizado el caracter de la
serie resultante. Para r = —1, demuestre que:
1) Si g —p>1 la serie converge absolutamente.
2) Si ¢ —p =1 la serie converge condicionalmente.
3) Si ¢ —p <1 laserie diverge.

en donde p es el grado del polinomio del numerador y ¢q es el grado
del polinomio del denominador

Progresiones aritméticas. Son sucesiones en las que cada término se ob-
tiene a partir del anterior suméndole una cantidad fija que llamamos
diferencia. Una progresion aritmética queda determinada cuando cono-
cemos uno de sus términos y la diferencia; en particular, si ag es el primer

término y d es la diferencia, entonces el término general es

an =ag+nd paratodon €N
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a) Sia; =0y d=3 ;cuanto vale a;s?
b) Siayp =14y d = —2 jcudnto vale ag?

¢) Determine el término general de una progresién aritmética de la
que conocemos su término k-ésimo (ay) y la diferencia (d).

d) Si2a—1,2a+1y 3a—2 son términos consecutivos de una progre-
sién aritmética, jcuanto vale a?, jcudl es el término general de la
progresién?

e) Interpole cinco niimeros en progresién aritmética entre los nimeros
20 y 44.

f) Calcule la suma de los 10 primeros términos de la progresién aritméti-
caa, =2n — 1.

g) Encuentre la suma de los 100 primeros nimeros pares. ;Y los 500
primeros?

h) Deduzca la férmula de la suma de los n primeros términos de una
progresién aritmética.

i) Demuestre que la siguiente férmula de la suma de los n primeros
nimeros naturales:

n(n+1)

L4243 4445+ +n=——

23. Progresiones geométricas. Son sucesiones en las que cada término se ob-
tiene a partir del anterior multiplicindolo por una cantidad fija que
llamamos razén. Por lo tanto, una progresion geométrica queda determi-
nada cuando conocemos uno de sus términos y la razén. En particular,

si a; es el primer término y r es la razén, el término general es
an = a1r™" ' para todo n
a) Demuestre que el cociente entre dos términos consecutivos de una

progresién geométrica es constante.

b) Deduzca las condiciones que debe cumplir la razén de una progre-
sién geométrica creciente. ;Y decreciente? ;Y constante?

¢) Encuentre la razén y el vigésimo término de las progresiones:

2,6,18,54,162, .... 5,-5,5,-5,5, =5, ...
8,4,2,1,... 1,/3,3,3v3,9,...

d) Calcule el valor de a para que los niimeros representados por a, a+2,
a + 8 sean términos consecutivos de una progresién geométrica.

e) Interpole cuatro nimeros en progresién geométrica entre los niime-

4 243
ros 5 y 70 -
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24.

25.

26.

27.

28.

29.

f) Deduzca la férmula de la suma de los n primeros términos de una

progresién geométrica y aplique la férmula para demostrar que:

1+1+1+ + L _ !
2 4 o on
g) Sil+2+224+234+ ... + 2" = 4095, ;cuinto vale n?

h) Una persona comunica un secreto a otras tres. Diez minutos des-
pués cada una de ellas lo ha comunicado a otras tres, y cada una
de estas a otras tres nuevas en los diez minutos siguientes, y asi su-
cesivamente. ;Cudntas personas conocen el secreto después de dos
horas?

i) Segun una leyenda india, el inventor del ajedrez solicité como re-
compensa que se pusiera 1 grano de trigo en la primera casilla del
tablero, 2 en la segunda, 4 en la tercera, y asi sucesivamente; en ca-
da una el doble que en la anterior. El rey aceptd, pero su sorpresa
fue grande cuando vio no sélo que no cabian los granos en las casi-
llas, sino que no habia suficiente trigo en todo el reino para cumplir
el compromiso. Suponiendo que 10 granos de trigo pesan aproxi-
madamente 1 gr. jpodrias averiguar cuantos Kg. de trigo solicité el

inventor?

a) Calcule /e con error menor que 1075.
b) Calcule e? con error menor que 1075.

¢) Calcule sen?2 con un error menor que 1074,
Para f(x) = 22 cos z, hallar f(77/g) con un error menor que 10~%.

Para x € [0,1] y n € N, pruebe que:

2 3

¢ " Zntl
log(l—i—x)—(x—?+§+...+(_1)n—17

)

<
n n-+1

Utilizando series de Taylor para determinar los infinitésimos adecuados
para calcular el limite
2(1 — cosx)senx — x3v/1 — 22 57

i = —
mlg%) x° — sen® z ( 400)

o
2
. n®+3n—1
Sume la serie g —
n=2

Desarrolle en serie de Fourier la funcién de periodo 27 dada por f(x) =

x en (—m,m). Deducir de dicho desarrollo la funcién suma de la serie

[e.e]
ZM para cada o € R.
n

n=1
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30. @) Si f es una funcién de periodo 27 y continua, entonces se verifica
la identidad de Parseval:

/ f@)de = |9 4 i( +02)
n=1

—T

9

2

en donde a, y b, son los coeficientes de la serie de Fourier de f.

b) Aplique la identidad de Parseval a la funcién de periodo 27 dada
por f(z) = [a], = € [~m,].
c¢) Desarrolle en serie de cosenos la funcién f(z) = senz en [0,7]; a

la serie resultante apliquele la identidad de Parseval para sumar la

. 1
setie nzo @n+ 1)2(2n +3)2"

31. Para cada una de las siguientes funciones dé su representacién gréfica y
su desarrollo en serie de Fourier como funciones periddicas definidas a

partir del intervalo indicado por periodicidad:

2—x si0<ax<4 senxy si0<x<m
a) f(z)= , b) f(z) = ,

r—6 sid<x<8 0 sim<ax <2
¢) f(x)==x,ze€[-22) d) f(x)=1—x, z€]0,27)

32. Desarrolle en serie de Fourier y = cosh ax, x € [0, 7] y deducir de dicho
desarrollo la suma de la serie

=1
nzla +n
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