Apuntes Teoria Econométrical. Profesor: Viviana Fernandez

CONCEPTOSBASICOSDE TEORIA ASINTOTICA

1. Convergencia en Probabilidad

Lavariable aleatoria x,, converge en probabilidad a una constante c si
lim hey Prob(cgx,- cc>e)=0
para cualquier e>0.
La definicién anterior indica que se hace cada vez més improbable que

Xn tome valores distintos a ¢, a medida que n, e tamafio de la muestra,
aumenta.

Ejemplo 1

Supongamos que tenemos una variable aleatoria x,, cuya distribucion de
probabilidad es la siguiente:

U S

|

f(xp)=i, "
i
i

S Xp=n

S5 |-

En este caso,

lim ey Prob(cx,- 0c>e)=0
Es decir, x, converge en probabilidad a 0. ¢Por qué? La razdn es que, a
medida que n aumenta, x, toma e valor de n con una probabilidad cada vez

menor (1/n converge a 0 a medida que n® ¥). Esto es, toda la masa de la
distribucion se concentra en aguellos puntos en la vecindad de 0

En general, s x, converge en probabilidad a c, escribimos

plim x,=c 0 Xpn® c
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La convergencia en probabilidad se denomina convergencia débil. En
contraste, la convergencia “cas segura’ (almost surely o “as’) o con
probabilidad 1 se denomina convergencia fuerte. Esta se define de la
siguiente manera:

Prob{w|lim ne ¥ Xp(W)=x(W)} =1

Esto es, la secuencia {x,} converge a x con probabilidad 1. Esto se
simboliza

X, ¥¥5® x
Ejemplos de convergencia fuerte son los siguientes:

) S {x,} es una secuencia de variables aeatorias independientes e
idénticamente distribuidas con E(x,)=n<¥, entonces:

X, ¥%%® m
por laley fuerte de los grandes nimeros.
i)  Prob{lim ey x:=0} =10 x,%%¥%® 0.
Nota: Es comun encontrar en libros avanzados de econometria las notaciones
O(1/n) y o(1/n). Se dice que ¢, es O(1/n) s plim (nc,) es una constante finita

distinta de cero. En tanto, se dice que ¢, es o(1/n) s plim (nc,)=0. Por gjemplo,

Cp = 1 + 3 es O(1/n), dado que plim(nc,)=1
n n n2

Ch = nlz es o(1/n), dado que plim(nc,)=0

2.- Convergenciaen Media Cuadrética

Si x, tiene mediam, y varianza s, ta que:

limey Mm=m  lim gySy2=0
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entonces decimos que X, converge en media cuadrética (quadratic mean o
“g.m") am Esto se representa como:

X, Ya$h® m
Ademas, se tiene que plim X,=m

Este ultimo resultado se basa en la desigualdad de Chebychev, la cual
establece que s X, es una variable aleatoriay c y e son constantes, entonces

Prob(Jx.- c|>€)£E(Xn- c)¥/e”.

Si hacemos c=m,, tenemos que Prob(|X.- M2 ©)£E(X,- m)%/e*=s2/e’. Si
tomamos limites en ambos lados de la desigualdad cuando n® ¥, tenemos:

lim ney Prob(|X.- M2 )£ lim ney sn/€’
Lo cual implica que plim x,=m dado que lim ney M= my lim noxS°=0.

Importante: Convergencia en media cuadratica implica convergencia en
probabilidad, pero no viceversa. Utilicemos e Ejemplo 1 para ilustrar este
punto:

E(x,) :n5+0(1- 1):1; Var(x,)=(n- 1)21+(o- 1)2(1- 1):n
n n n n

Entonces lim e ¥ E(Xy)=1; lim ey Var(x,)=¥. Sin embargo, plim x,=0.

3.- Estimador Consistente

Se dice que un estimador 6| de un parametro q es consistente si y solo

plim a:q

Caso Particular: Consistenciade la Media Muestral

La media muestra X de cualquier poblacion con media finita my
varianza finita s es un estimador consistente de m
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V eamos por qué:

o178
Sabemos que X =-Q Xj, donde Xi, ..., Xn €S una muestra de una
ni_
=1
poblacién cuya distribucion tiene media y varianza finitas m y s?
respectivamente. Entonces:

1] 1
E(X) ==& E(xj)=—(m) =m
ni; n
. 1nh 1, o s? | ,
Var(x):—zaVar(xi):—z(ns ) =——, asumiendo que las X’ s son
n<i=1 n n

independientes e idénticamente distribuidas (i.i.d).

De lo anterior, lim oy E(X)=my lim y Var(x)=0. Por lo tanto, X
converge en media cuadraticaam Ello implica que plimx =ni

Corolario

Con muestreo aeatorio, para cualquier funcién g(x), s E(g(x)) vy
Var(g(x)) son constantes finitas, se tiene que:
.18
plim—a g(x;) = E(9(x;))

Ni=

Demostraci on

Sea yi=g(x;). El resultado se sigue de la consistencia de la media
muestral.

Ejemplo 2

Sea x~N(m s?). Entonces E(€)=e™%%" y Var(e)= 2™05%s" . g2ms’

. . .18 2.,
En base a corolario anterior, plim =g e* =e™0

Ni=
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4.- Teorema de Slutsky

Para una funcién continua g(x,) que no es una funcién de n se tiene:

plim g(Xn)=g(plim Xn).

5.- Reglas de la Probabilidad Limite

Estas son simplemente aplicaciones del teorema de Slutsky.

a) Escalares

Si X, ey, son variables aleatorias con plim x,=c y plim y,=d, entonces:

plim(x, + yn)=Cc + d reglade lasuma

plim(x, yn)=Cc d regla del producto

pIimge(”%:C reglade ladivision (con dt 0).
Yng d

Ejemplo 3

Supongamos gue la media 'y varianza muestral del conjunto de variables
deatorias i.i.d X1, ..X, con esperanza y varianza poblaciona my s?
respectivamente, son estimadores consistentes. ESto es,

I A . . J _
plimx =plim =& x; =m, plims® = plim a (x; - x)?=s?.

Ni= n- lixg

Entonces, por el teorema de Slutsky:

L o
plimg’;2 2: plim(x®) _ (plim(x))* _ mi )

pim(s?)  plims?) s
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b) Matrices

Sea W, una matriz cuyos elementos son variables aeatorias, tal que
plimW =W, con W matriz invertible. Entonces:

plimw, =w! regla de lamatriz inversa

S X, e Y, son matrices de variables aleatorias, tal que plim X.=A y
plim Y =B, entonces

plim (X, Y,)=A B regla de la matriz producto

6.- LaDesigualdad de Jensen

Si g(x,) es una funcién concava de x,, entonces:

9(E(xn)) ® E(9(xn))

En tanto, s la funcion g(.) es convexa, entonces g(E(xn)) £ E(g(x,)). Si
lafuncion g(.) eslineal, g(E(xn)) = E(9(Xy)).

VVeamos un g emplo.
Ejemplo 4
Supongamos la siguiente funcién concava:

g(x)=In(x), x>0

: 1 " 1
g(x)=_>0,9"(x)=- <0
X X
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A In(X)

v

Supongamos gue X es una variable aleatoria discreta, tal que:

: 1 sx=1
|

TUE S
2 2
10 s no

E(x):1x1+}x1:§.
2 2 2 4

Sea y=In(x) una nueva variable aleatoria. Entonces:

I .

i Sy-= 0
i

fy)=i

| sy=-In(2)
{

O NIFPNIF

S no

EW):Ox;-HKax;:-MVE»-OSS
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Delo anterior es fécil verificar que In E(X)»-0.29>E(In(x))»- 0.35

7.- Convergencia en Distribucion

X, converge en distribucion a una variable aeatoria x con funcion
distribucion acumulada (f.d.a) F(x) si:

lim ne ¥ (¢F(Xn)- F(X)g)=0
en todos aguellos puntos de continuidad de F(x).

d
Esto se simbolizacomo x, ® X.

Reglas para la Distribucion Limite

d
1-S xpn ® x yplimy,=c, entonces:

d
XnYn ® cx

Ademés,

d
Xpn+tYyn®c+x

ch.gé

— conctO
Yn C

d d
2.-S X ® X y g(xn) esunafuncidn continua, entonces g(xp)® g(x).

3.-Si plim(x,- yn)=0, entonces x, e y, tienen la misma distribucion limite.

Ejemplo 5

Supongamos una muestra de n observaciones i.i.d extraidas de la
distribucion x~N(0, s?). Sabemos de |os cursos de inferencia estadistica que:
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Xy
s//n "
138 1 7 -
dondex==3 x,, s*= (X; - X)?.
Ni= n-1iy

Bajo ciertas condiciones de regularidad, se tiene que plim s?=s®y
/nx 384® N(0,s?). Entonces

iﬁx 3%4® N(0,1)"

Importante

Convergencia en probabilidad implica convergencia en distribucion,
pero no viceversa. Es decir, el concepto de convergencia en probabilidad es

mas fuerte. Veamos por qué. En primer término, Si pIim(an) =(, entonces
6| n %A@ g. Ello, ssmplemente porque:

. ~ 11 s§gq =
limeyf(an) =i q”. a
70 s no
Gréficamente
fn 4 n® ¥
_—¥» n=1000
v n=100

>,\
an
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(Para una demostracion formal, ver Amemiya (1985) o White (1984)).

Por otra parte, convergencia en distribucién no implica convergencia en
probabilidad a una constante. Para probar tal aseveracion, basta con dar un
contragjemplo.

Supongamos que:
.:.1+ L s x =1
.|.2 n+1 n
fxp)=11 1 .
i Sx =2
2 n+1 n
i
-:-1 s x=1
~ 2
Setienequexn%ﬁ'@x,dondef(x)::'l _

I
|
Es decir, x, converge a una variable aleatoria pero no a una constante”

Las distintas formas de convergencia se pueden resumir en €l siguiente
diagrama:

g m » D » d

Fuente: Amemiya (1985)
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Como veremos en las proximas secciones, una manera mas informativa

de describir un estimador cualquiera, 6| es a través de una transformacion
estabilizante:

2, ° -/n(q- q) %@ f(2)

donde f(z) es una funcién distribucion de probabilidades bien definida, con
mediay varianzafinitas.

8.- Teoremadel Limite Central Univariado (Lindberg-Levy)

Si X1, Xz, ..., X CONStituye una muestra aeatoria de una distribucion de

. . : _ 17
probabilidad con una media finita my varianzas?y X, =—a X;, entonces:
i=1

JIn(X,, - M %® N(O,s?)

9.- Teoremadel Limite Central con Varianzas Distintas (Lindberg-Feller)

Sea {Xi}i=1, .. n Un conjunto de n variables aleatorias con medias y

. . . , _ 170
varianzasfinitasmy s, respectivamente. Definase S,% ==a siz )
Nij=1
max(s;) 2

S lim gy =0ylim gyS; =S°, entonces:

n

Jn(x,, - m,) %4® N(O,52?)
17
donde m, =—a m.
Ni=

Estos dos teoremas también se pueden expresar en términos matriciales
(ver Greene, capitulo 4).
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10.- Distribucion Asintética de una Funcion de una Variable Aleatoria

Supongamos que -/n (z,-m BA® N(0,s ). Entonces s g(z,) es una
funcion continua que no depende de n, se tiene que:

JIn(g(z,) - g(m) HA® N(O, (g (M)?s?)

Un bosguejo de la demostracion es €l siguiente. Por una expansion de
Taylor de primer orden se tiene que:

9(zn)»9(M+g&m(z- m
Deello, -/n(g(z,) - 9(M) » g (M-/n(z, - M Hi® N(O, (g (M)?s?)"

Para analizar el caso multivariado, consideremos un vector z, de
variables aleatorias k x 1, tal que ~/n(z, - M %4® N(0,S). Si g(z,) s un
vector de J funciones continuas de z, que no dependen de n, entonces:

Jn(g(z,) - g(m) #:® N(O,CSC),

donde C es una matriz j x k cuya j-ésima fila es €l vector de derivadas
parciales de la j-ésima funcion con respecto a z,, evaluado en m

8’:ng1(”)9 8’:“91(”) M9, (m ‘ITgl(rT)Q

¢ Tz, = G 121 125, 12, =
¢fg2(m+ ¢figo(mM  fig.(m Mg (M -+
C:g 7z, ::g M2y, 12, 2\ :
(Ton(mM= &g, foym  fgy(m =
8 iz, é 8ﬂzln 125, 12 é
I
@Zl 9
Z =g
gzkng
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Aplicaciones: Consistenciay Normalidad Asintética de Minimos Cuadrados
Ordinarios (MICQ)

Consideremos e modelo lineal clasico expresado en términos
matriciales:

y=Xb +e E(e|X)=0, E(eed=s? I, con s? constante finita.

Asumamos que |lim,gy 1X'X:Q, matriz positiva definida e
n

invertible, donde, por smplicidad, se asume que X es una matriz de variables
no estocasticas.

El estimador MICO viene dado por:
o 1 -1 1 1 1 -1 1 !
b=(X'X)""X'Y=b+(=X'X) " (~X'e)
n n
Entonces:
. o . 1 . -1 g 1 . -1 1 .
pimb=b+Ilim gy (—X'X) " plim (= X'e)=b+Q " plim (- X'e),
n n n

por las propiedades de probabilidad limite descritas en secciones anteriores.

1 1 18 —
Pero — X'e=—g X, =—aw,;°w,
n M= M=

donde x; es el vector 1 x k correspondiente a la i-ava fila de la matriz X y
w° xi€e.

Se tiene que:
.17 18
E(w)=—a E(w;)=—a w;E(g) =0
Ni= Ni=

2 !
Var(w) = E(W W') :12X'E(ee')X _ST XX
n n
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26 .X..
Deello, lim gy Var(w) = lim n®¥§%:nm - AR

2=0xQ*=o0.
ng eng

Esto implica que w converge en media cuadrética a 0 y, por lo tanto,

plim w =0. Es decir, plim 1X'e =0 .
n

En consecuencia,
pimb=b+Q *0=b.
Esto es, € estimador MICO es consistente.

El supuesto de X no estocasticos se puede relagjar facilmente. En verdad,
: .1

se reemplaza € supuesto I|mn®¥1X'X:Q por pim—X'X=Q y se
n n

procede de manera andloga.

Para establecer normalidad asintética, notemos que la igualdad

b=b+ (1 X'X)'l(1 X'e) puede ser reescrita como:
n n

U SRR A R
ﬁm-m_%xm wﬁxq

Dado que lim gy 1X'X =Q, necesitamos establecer la distribucion
n

l[imite de iX'e:ﬁw. Para ello, hacemos uso del teorema del limite

J/n
central de Lindberg-Feller.

n
Notemos que w :lé X;e; es el promedio de n variables aleatorias
Ni=1
independientes xie con media 0 y varianza Var(xie)= x; Var(e) xi¢=s? x; x;¢

Por |o tanto,
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n 2 n '
Var(iX'e) =Var(-/nw) :Eé Var(ex;)=> & xx,'=s? XX
-/n Niz N =1 n

® s?Q
amedidaque n® ¥.

Entonces } X'e=-/nw 3%® N(0,s Q).
n

Por propiedades de distribuciones limites:

Ex %)L x'e) e N(Q0,Q 1 (s2Q)Q 1) =N(0,52Q"Y)
n Jn

Entonces
\/H(BMICO - b) #4® N(0,5°Q"Y)

Para una discusion de la derivacion con X estocasticos, ver Greene,
capitulo 6.

Nota: Consistencia v Normalidad Asintética bajo Minimos Cuadrados
Generalizados (MCGQG)

Recordemos que byeg = (X+ "X ) 1Xe'ye = (X'W IX) IX'W ly,
con X==PX, y-=Py, P¢=CL "2 W=CL C¢ E(ee)=s> W, y=Xb+e.

1) El estimador de minimos cuadrados generalizado es consistente si:

X' X

plim( ) = Q-+ esunamatriz positiva definida e invertible.

Es decir, 10 que necesitamos es que los datos transformados sean bien
comportados.

2) Setiene byeg = (X'W IX) IX'W (Xb +€) =b + (X'W X) 1 X'W 'e
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Entonces

~ XWX _; X'wle
n(b - b) = :
\N(bycs - b) =( . ) n

' 1 ' 1

Jn

3%4® N(0,s2Q;1), entonces:

/n(bycs - b) #4® N(0,5%Q;1).

Resultados Utiles

1.- Consistencia de §2. Consideremos nuevamente € modelo lineal clasico,
, 1 .
eMe=

n- k n- k

donde e=y-Xb, error poblaciona, M=I-X(XX)™X, é=y- Xb, error

estimado.

e,

en el cual y=Xb+e, E(e®)=s?l. Recordemos que §2 =

(¢Por qué @é=e'Me? Notemos que &=y - Xb=y- X(X'X) X'y =My,
entonces ge=y'My porque M es  idempotente. Pero

yMy=(Xb+e)®M (Xb+e)=bX M Xb+etM Xb+bX M et+tedM e=edM e, porque
M X=0).

A 1 1
2 eMe=

ge- eX(X'X)X'e
" . k( (X'X) )

_n (e'e_(e'X)(X'X)_l(X'e»
n n n

n-k n

Tenemos que pIim(eX) =0, pIim(X X)'1 =Q1 y lim gy nk =1
n q] n-

para un k fijo. Por €llo,

. e
plim §2 = plim

.13 5
=plim—Qq €;
Ni=



Apuntes Teoria Econométrical. Profesor: Viviana Fernandez 17

Supongamos que los e® son i.i.d. tal que E(e%)=s’ y E(g*)=f<¥.
Entonces Var(e?)= E(g*)- Ee?)=f - s*<¥. De esto se deduce que:

n
plim§? = pIimié e’ =E(e’)=s?
i=1

Por lo tanto, S 2 esun estimador consistente de s? -

2.- Distribucion Asintética del Estadigrafo t

_ by -by
CE XX

t

donde (XX)w* es e k-avo elemento de ladiagonal de (XX)™.

Dado que plim§2 =s? y -/n(b, - b) 3%4® N(0,s?Q;+), donde Q™
es el k-avo elemento de ladiagonal de Q, e estadigrafo t, BA® N(0,D"

3.- Distribucion Asintética del Test de Restricciones Lineales

Supongamos que queremos contrastar un conjunto de J restricciones
lineales:

Ho: Rb=q Hi:Rb1 q,

donde R esunamatriz Jx k, b esun vector k x 1y q esun vector Jx 1.
Por gjemplo,

1) Un subconjunto de los coeficientes es igual a cero:

Ho: ble, b2:O, b3:O.

b 0 0O Ou éOu

_é U _éu
R_§ 1 0 0 .. O(J ,q_AH

0 010 Ongk e'iBx1
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2) Varias restricciones a mismo tiempo: Hg: botbs=1, bs+be=0, bs+be=0.

€© 110000 ..00 éla
R=0 001010 ..05  o=dj

~ - e~u

@ 000110 .04, O

Sabemos de cursos anteriores que dicho conjunto de J restricciones
puede ser contrastado con el siguiente estadigrafo:

= _(Rb- g (R§*(X'X)"*R") *(Rb- q)
J

donde b es el estimador MICO no restringido.

Este se distribuye F(J, n-k) bajo normalidad de los errores poblacionales
del modelo lineal. No obstante, aun cuando el supuesto de normalidad no se
satisfaga, es posible obtener la distribucion asintética del estadigrafo.
Especificamente, en muestras grandes se tiene que:

IJXF=(Rb- q)'(R$2(X'X)"'R") }(Rb - q) 3%4® c2(J)

Demostraci on

Sabemos que -/n(b - b) 3%4® N(0,s %Q ). Entonces, dado que R es
una matriz de constantes,

/nR(b - b) %#4® N(0O,R(s2Q H)R")
Pero Rb=q bajo Hy. Entonces
/n(Rb - q) %4® N(0,s?RQ'R")

Sea Zjyi= W(RB- q) YV Py = s’RQ'R¢ con P matriz positiva
definida. Sabemos que P se puede descomponer en P=TLT¢ donde T es la
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matriz de vectores propios de P y L es una matriz diagonal con los valores
propios de P asociados a cada vector propio. Por lo tanto, PY2=TL ¥?T¢

S z34® N(O,P), entonces

P Y2z3A® N(O,P Y?P(P V%)) = N(O,1 33)

Sabemos, ademés, que la suma de J variablesi.i.d. normales esténdar a
cuadrado se distribuye chi-cuadrado con J grados de libertad. (Cada variable
normal estandar al cuadrado se distribuye chi-cuadrado con un grado de
libertad).

Por |o tanto,

(P 1/22)' (P 1/22) =7P 12%4® CZ(J)

Ahora, dado que pIim(ﬁ)'l:Q'1 y plim§2=s?, tenemos que
n

IXF=zP '2%44@ c?)”
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