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MODELOS CON VARIABLES REZAGADAS
I CONCEPTOSBASICOS

Un modelo con rezagos distribuidos toma la forma general:
H

Yi=a+ab Xy ;+u (1)
i=0

Bajo dicho modelo, un cambio de un periodo en X;, en cualquier punto
del tiempo, afectard a E(Y ¢X), en cada periodo subsiguiente. Por gemplo,
supongamos s=t+1:

¥
E(Yi X)=a+a b Xy =a+boX g +by X +b X +.o (D
i=0

TE(Y o 1X) _

t

con lo cual, b,.

Supongamos un estado estacionario (steady-state), donde E(YdX)zj

y € nivel de X ha permanecido constante por muchos periodos en X.
Entonces.

v=a+BEn N ©
i=0 @
¥ -
donde |g b;| <¥ ,afinde Y seafinito.
i=0

Multiplicadores. Se define b, como e multiplicador de corto plazo y

¥
b° & b; como e multiplicador de equilibrio o de largo plazo.
i=0
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Ejemplo

Supongamos que X presenta el precio e 'Y |a cantidad demandada de un
bien, y que nos encontramos en un estado estacionario (X, Y,). Al aumentar

el precio de X, a X, pasamos a un nuevo estado estacionario, con una menor
cantidad demandada Y/ :

A Cantidad Demandada

Yo ~
3
bl >— b o a bi
b> i=0
Y, &
»  Tiempo

1.1 Modelo No Restringido con un Numer o de Rezagos Finitos

Un modelo no restringido toma la forma:

q
Yt:a+ébixt-i+ut (4)
i=0

Si q es conocido y se satisfacen todos los supuestos del modelo lineal
clasico, entonces la ecuacion (4) es un modelo de regresion clasico. En la
préctica, sin embargo, q es desconocido. Una forma de encontrar €l g
apropiado es a través del R® gjustado, R?. Es decir, se escoge aquel g que
maximice R?. Otra medida alternativa, cominmente utilizada, es el Criterio
de Informacion de Akaike (AIC):
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AIC(q) = |n?§‘+“ 0,24 (5)

donde U es €l error estimado y T es el tamafio de la muestra.

Si algun Q es conocido, tal que Q3 g, escogemos aquel g que minimice
AlIC(q). El criterio de informacion de Akaike sigue la misma logica del R?,
esto es, premia un buen gjuste pero penaliza la pérdida de grados de libertad
sufridaa agregar un mayor nimero de regresores.

Una alternativa a las anteriores es utilizar test F secuenciales sobre los
Q- g Ultimos pardmetros. El nUmero optimo de rezagos es aquel para el cual se
rechaza la hip6tesis nula de que los Q- g Ultimos parametros son cero en
conjunto.

1.2 Modelos con Rezagos Distribuidos Polinomiales

En algunos casos, e modelo contiene un nimero de rezagos muy
grande. Un problema que e€llo puede traer es la existencia de
multicolinealidad. En tales casos, es necesario imponer alguna estructura
sobre la distribucién de rezagos, a fin de reducir el nimero de parametros a ser
estimado.

Un modelo popular en la literatura es el de los rezagos distribuidos
polinomiales de Almon. Este se basa en e supuesto de que € coeficiente del
I-avo rezago se puede aproximar por un polinomio de un orden relativamente
bajo:

bi=ap+ayi+ai®+..+a,i’ i=0,1,2,..,q>p (5)
Generalmente, se escoge p=3 6 4, COMO Maximo.

Supongamos primero, por simplicidad, que tanto p y g son conocidos.
De acuerdo a la ecuacién (5) y después de re-agrupar términos, € modelo

q
Y, =a+Q b;X,; +u, puede ser expresado como:
i=0
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»  Rezago

Yi=a+ag(Xi+ X1+ Xeo ..+ X g)tas (X 172X 243Xt 3 +... +0Xi.g)
ety (Xp 1+2°X 4 0+3° Xio g +.+0P X ) + Uy
°©a+agptaiZut..taply + U (6)

donde Z;p = Xt 1#2°X;. p+3° Xp. 3 +..+q Xt g PPl t=g+1, ..., T

Parat=g+l, ..., T setiene:

Hga Xg o Xi
- N
§ XT XT-l XT'QE(T- q)x(q+1)
Entonces,
éazqﬂo Zq+11 Zq+1p9

¢ .
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aaa 0 0 .. O 0
41 1 . o1l
donde H :gl 2 4 .. 2PT

€ q 9° .. "3

Entonces, en términos matriciales el modelo puede ser expresado como:

Y=ai+Zd+u

o a0

¢1s ca, -

._g - _ 1~
dondel=¢ - d=¢ -
gl B(T- q)x1 éapg

(7)

Asumiendo que u satisface todos los supuestos del modelo lineal

clasico, setiene que:
d=(Z'M,Z) Y (Z'M,Y)

donde My =14 - ii'i) "'

Notemosquebi:(l i 2
Bod
¢ = ¢
¢oi+ ¢l

b:QbZT:C}l
¢~ ¢

(8)

T8
= o
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1 1 _;ga1+

4 .. 2P%a,”=Hd
—,(; -

q2 qua =
'EEl pﬂ
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En consecuencia,

b=Hd 9)

V%\r(ﬁ) =H v%\r(a)H': $2H(Z'M,Z) *H! (10)

2 _ (Y- &i- Zdy(Y - &i - Zd)
T-qg-(p+2)

donde S

s ¢Como Determinar € Grado del Polinomio?

Si el nimero de rezagos, q , es conocido, entonces podemos contrastar
un polinomio de grado p con otro de grado p* mediante un test F:

(11)

Se sugiere empezar con p* = g. El grado apropiado es aquel p minimo
parael cua e estadigrafo en (10) no superaal valor critico de latabla F con
(p*- p, T- - p*- 2) grados de libertad, para un cierto nivel de significancia’.

s ¢Coémo Determinar € Largo del Rezago?

Una via es determinar en primer término q utilizando como criterio el R%0
AIC(q), y después determinar el grado del polinomio con e criterio antes
sefidlado. Sin embargo, tal procedimiento secuencial no esta libre de
potenciales errores.

! Dado que los tests son secuenciales, en cada etapa existe la probabilidad de cometer el error tipo Il (no
rechazar Ho cuando ésta es falsa). Por lo tanto, se ha sugerido utilizar un nivel de significancia corregido.
Especificamente, si estamos en la etapa j, entonces deber usarse un nivel de significancia, q¢=(1—e)j, donde e
es el nivel de significancia originalmente escogido.
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1.3 Modelos con Rezagos Geométricos

Este model o—que se debe a Koyck—es uno de los més populares en la
literatura de modelos de rezagos distribuidos. Este asume que:

b =b(1-1)" Ofl <1 (12)

Graficamente, se tiene que:

b;
A

»  Rezago

Esto es, la importancia de los rezagos declina geométricamente en el
tiempo. Se tiene que & multiplicador de corto plazo viene dado por

¥ ¥
bo=b(1-1),y € delargoplazopor § b; =b(1- 1)a ' =b.
i=0 i=0

Operador de Rezagos. Se define el operador de rezagos como:
Lp Xt = Xt-p

Por gjemplo, LX=X. 1, L2X=L (LX)=L (X 1)=X1. 2, etc. Por convencion,
se define L, = X,
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1.3.1 Ejemplos de Modelos Econémicos con Rezagos Geométricos

a) Modelo de Expectativas Adaptativas

Yi=a +bX*+ (13)
donde el mecanismo de expectativas viene dado por:

Xi* - Xeor =(1-1) (K¢ - Xe1™) (14)
donde X, esla observacion corriente de X.

La ecuacion (13) se puede re-escribir como:

Xe* =l Xeo* +(1-1) X4 (15)

Es decir, el valor esperado en t de X es un promedio ponderado de la
expectativa del periodo pasado y del valor corriente de X.

Haciendo uso del operador de rezagos, la ecuacion (15) puede escribirse
como:

Xt* = th* + (1" )Xt

(-1
&etoes,xt:( )Xt.

1- 1L

Dado que Ofl <1, . Lo e

X+ =(1- )X+ X+ 1 X2 +..)
Después de insertar X¢* en la ecuacion (13), setiene que:

Y
Y, =a+b@- 1)a "X, +u, (16)
i=0

Esta es la llamada representacion del promedio movil (MA) del
model o de expectativas adaptivas.
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Otra representacion alternativa es la del proceso autorregresivo (AR):

Y, :a+bgel' | X, +u,
el-ILg

esto es, (1-1 L)Y, = a +b(1- 1 )X, + (1- 1 L)u

Ye=a(l-1) +1 Y +b(1- )X+ U - | by (17)

b) Modelo de Ajuste Parcid

Yif=a+ bXt (18)

describe e nivel deseado de Y:. Por geemplo, € nivel de inventario éptimo
como unafuncién de las ventas efectivas en t.

El gjuste del periodo actua es una proporcion de la diferencia entre el
nivel deseado este periodo y €l nivel observado el periodo anterior, més un
cierto error aleatorio:

Ye-Yer=(1)(Ye Yeg) + U

Esdecir, Y¢=(1-1)Y* +1 Yy, (19)

Si substituimos (18) en (19), tenemos que:

Ye=a(l-1)+1Yeq +b(1-1) X, + u (20)

lacual eslarepresentacion AR del modelo de guste parcial.
El modelo de gjuste parcial también admite una representacion de
promedio movil:

Ye(@-1L)=a(l-1)+b(-1) X + u

a@-1) ,ba-1), , u
1-1L  1-1L 1- 1L

estoes, Y, =
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Pero, dado que Ofl <1, =1+ L +12L? +... Entonces:

al-1) @ 1)+ L+122+ ) =a@- 1)a+l +12+.)=20"1) _,
1- 1L 1- |
- ¥
b(1- | )xt =b(1- 1 )A+I L+12L% +..)X, =b@- A 1'X,.;
1- 1L o
U :(1+|L+|2L2+...)ut:§|iut_i
1- 1L Z

¥ ¥
Condlo, Y, =a+b@-1)a1'X.; +&!'u,;
i=0 i=0

La expresion anterior se puede simplificar notando que e promedio
movil infinito correspondiente a error se puede describir como:

a=le+u U @ ILle=uw

Y
Conéello, e, = !'uy
i=0

De lo anterior, larepresentacion de MA (¥) viene dada por:

¥
Yy =a+b(l- )al'X,; +e e =le y+uy (21)
i=0

I ESTIMACION DE MODELOS CON REZAGOS GEOMETRICOS

Nos concentraremos Unicamente en la estimacion de la representacion
autorregresiva (AR) del modelo de rezagos geométricos:

Ye=a(@-1)+1 Yer+b(1-1) X¢ + t
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Bajo la representacion AR hay dos casos a ser andizados. El primer
caso es aquel en el cual e error del modelo, u;, es bien comportado. En tal
circunstancia, MICO proporciona estimadores consistentes (aunque sesgados
en muestras pequeias). El segundo caso es aquel en el cua € error es
autocorrelacionado. Bgjo dicho escenario, MICO es inconsistente porgue el
error esta correlacionado con uno de los regresores del modelo: Y. 1. Por 1o
tanto, se requiere de un método aternativo de estimacion, tal como variables
Instrumental es.

La discusion correspondiente a la estimacion de la representacion de
promedio movil infinito se encuentra en Greene, capitulo 19.

2.1 ErroresNo Correlacionados

Sea z4(1 Ys1 X €@ vector de regresores correspondiente a la
observacion s-ava, Z la matriz que recoge los vectores z,G zo6..., 2 ..., zrG y
u el vector columna cuyos elementos son uy, Uy, ..., W, ..., Ur. MICO seria
insesgado siempre y cuando E(zsw)=0, " t, s. Sin embargo, ello no cumple
porque, por g emplo, E(zzu)=E(Y ouy)! O.

En muestras grandes, sin embargo, se tiene que:

o

5
au ~

1 16y o B R0
pIim_I_Z'u:pIingéYt_lut+:gE(Yt_1ut)+:O (22)

gt:f 8 E(X,uy) é

i a XUy

t=2 %]

vovopd

. 14 : "
Por lo tanto, siempre y cuando, pllm?a z,z.'=Q, matriz positiva
s=1
definida e invertible, tendremos que MICO es consistente.
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2.2 ErroresCorreacionados
Supongamos que:
=a(l-1)+1Yep+b(1-1) Xi + W W=rU.,+6&

En este caso MICO no es solo sesgado en muestras pequefias, sino
también inconsistente:

® J o)

¢ aut -
¢ T e Eu) 0 e 0 0

1 1gI +_C ¢

pllm_I_Z u= pllm?ga Y qUp == cE(Y (. 1U )_—gr E(Y.1U;. 1)_
Gtz T EEXu) 5 & EXuy) g

< a X -

t=2 %]

Sea W la matriz de instrumentos. Deseamos que pIim_Il_W'u =0y que

pIim_Il_W'Z1 0. En este caso, la constante y la variable X; sirven de

instrumentos de si mismos. Dado gque X;. ; no esta correlacionada con u; pero si
lo esta con Yy 1, sirve de instrumento para Yy ;. Sea, entonces, W=(i X X_,).
El estimador de variables instrumental es vendra dado por:

by, =(W'Z)*z'Y

anW
eT

donde /T (b, - b) %#4® N(0, s plim&

('DK“J&I

Z @'Z
é

Q IO,
&IO



