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MINIMOS CUADRADOSNO LINEALES

1 Conceptos Generales

Se entiende por un modelo de regresion no lineal aquel para el cual sus
primeras derivadas con respecto a los parametros son funciones no lineales de
estos.

Consideremos &l modelo general:
yi =h(x;, b) + & (1)

El estimador de minimos cuadrados no lineales es aquel que minimiza
la suma de cuadrados residuales:

Sb)=8 €2 =& (v, - h(x;.b))? @
i=1 i=1

Como veremos, s e se distribuye normal, entonces el estimador de
minimos cuadrados no lineadles coincide con & estimador de maxima
verosimilitud.

Las condiciones de primer y segundo orden, necesarias y suficientes
para la minimizacion (Optimo local), respectivamente, vienen dadas por:

ﬂS(b) = - 9 _— . M =

T 221(% h(x;,b)) b 0 3)
12S(b) _ & h(x;,b) Thx,b) £ o 92h(x;,b)0
ﬂbﬂb' 2§| 0 ﬂb ﬂb. El(yl (X| ) b)) ﬂbﬂb' B (4)

donde la matriz en la ecuacion (4) debe ser positiva definida.
Ejemplo

Para el modelo y; =b;+b, exp(bs xi)+e
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b 3 X
ﬂs()=-2a(yi-b1-bzeb3'):0 ()
b, i=1

b Cr)] X. X.
ISb) 28 (y; - by - bye®*)e™ = (6)
b, i=1
TS0) - 58 (v - b, - b,e? )b,x. P =0 (7)
fbs i=1

donde e =y; - bs- b,- exp(bsxi)

ah(x; b) ¢
ﬂbl -

h(x;,b g h(x;,b) ~ -9

ﬂ (1)-[(b ) gﬂ 1(-[); ) g ebsxi _ |:1, 2, ey N
g‘ﬂh(xzb)— gbZX e E
& Ty 3

L as ecuaciones (5)-(7) no tienen una solucion anadlitica. Por lo tanto, se
requiere de algun método iterativo para encontrar by, b,, bg ”

La distribucion asintotica de BNLS, estimador de minimos cuadrados no
lineales, viene dada por:

In(by.s - b) #4® N(0,5°Q ™Y ®)

n ~
donde s%=E(e?), §2 = L& (y: - h(x. b))% %8® s
| |
i=1

O_ pim 4 TheC, b) Th(x;. b)g
eime a T

Q= pIimgae’Z X

(ver apéndice para mayores detalles).
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Para dar una intuicion a resultado anterior, pensemos en la matriz X
como en la matriz de regresores del modelo. Recordemos que para minimos
cuadrados ordinarios, la condicion de primer orden (la llamada “condicién de
ortogonalidad”) viene dada por:

?T(bb):-zx (Y- XDyc0) =-2X'@€=0

En & caso de minimos cuadrados no lineales la condicion anterior viene
dada por:

ﬂ?(bb)— 2X'(y - h(x,by s) =-2X'€=0

83’19 gh(xl BNLS)G &y1- h(X1,bnis)
donde y :gh: h(X, Dy s) = Gh(Xz bNLS) B é:gh - h(x; bNLs)_
QYnB gh(xn’BNLS)E §Yn - h(x sBNLS)E
&Th(x,, BNLS) ﬂh(XlsBNLS) Thixy, BNLS) 9
f; Tby Tb, T :
- gﬂh(xz bNLS) ﬂh(xz’bNLS) fin(x,, bNLS)
X = ¢ 1, b, g
¢ . . ..
cTh(Xn,bnes  Th(Xn,byis) h(Xn,bnes) +
8 ﬂbl ﬂbz ﬂbk ank

2 Funciéon de Verosimilitud dela Muestra
Seag(yi, g) = h(x, b) +e donde ~N(0, s?) 9)

Entonces la funcién densidad de probabilidad de y; esta dada por:
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f(yi) =

L )1/28Xp§ (9(y1, 8- h(x;,b)? 8

2s 2 (10)

i fa

El jacobiano de la transformacion es:

Te; ‘

J(yi.a) = . ‘

_ fg(yi,9)
yi

El logaritmo de la funcion de verosimilitud viene dado por:

InL = In%f(m_:-—ln(zm- Sin(s? >+aInJ(y. q)
i=1 [/} 2 i=1

., a) - h(x;,b))? (12)
25 i=1

Notemos que s J(yi, q) depende de b y s? entonces el estimador de
minimos cuadrados no lineales NO es €l estimador de maxima verosimilitud.

L as ecuaciones de verosimilitud vienen dadas, en este caso, por:

finL _ 1 &  Th(x;,b)
el = 12
1b Szel b 2
TinL _2 196 18  Tolyi.g) _
-t B Sl 13
fg -6:‘3 9.” q g 32a1 fq =
MinL n 1 8 5
=- + ei :O 14
Ms 2 25 2 23481 4

Usualmente estas ecuaciones son no lineales, por lo cual requerimos de
métodos iterativos para resolverlas.
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3 Test de Hipotesis
Ho: R(bkx1)=0Qx1 conjunto de Jrestricciones lineales o no lineales
Hi: R(bix1)! daa

Ejemplo

Para e modelo genérico y; = h(x;, b) + &, bajo Hy tenemos € siguiente
par de restricciones no lineales en los pardmetros:

by +2b3 - by =0 b?- b, =1
3 _ 0 ..
En este caso, R(b) = %, +22b2 b3i q= é@g
bl - b2 Q 1ﬂ

Veremos cuatro métodos mediante los cuales podemos contrastar €l tipo
de hipétesis del ejemplo anterior: test de Wald, razén de verosimilitud,
multiplicador de Lagrange y un test F aproximado.

3.1 TestdeWald

W = (R(b) - q)'(Var(R(b) - q)) *(R(b) - q)

=(R(b)- 9)'(CVC') (R(b) - o) %@ c?(J) (15)
~ U ~ ~
donde V =Var(b), estimador de la varianza asintética de b, estimador de
b) O
minimos cuadrados no lineales, C = ?R (P) B
ﬂb éJxk

el 6b, -1 0 .. 08

En el ggemplo anterior, C,, :§2b 1 0 0 0=
1 = ﬂ
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3.2 Test de Razdn de Verosimilitud

Bao normalidad de los errores, e logaritmo de la funcion de
verosimilitud del modelo no restringido viene dado por:

InL =- —In(2ps )+a InJ(y;,q) - ei
i=1 2s

Sea L* € logaritmo de la funcion de verosimilitud evaluada en los
estimadores restringidos. Entonces se tiene que:

- 2(nL" - InL) 384® c2(J) (16)

Si e término del jacobiano no esta presente en la funcién logaritmo de
verosimilitud, entonces InL evaluada en los estimadores de méaxima
verosimilitud no restringidos se reduce a :

n a&epd_ n A2
InL =- — ===- —\L+In(2p) +In(s
2? N 2(1 (2p) +In(32))
En tanto,
InL" =- ggiﬂn(zp)ﬂng R e G N (1+In(2p)+|n(SR))
20

Con €llo, el estadigrafo de razon de verosimilitud se reduce &

n(In(éé) In(S NR)) nlnge R :%/j® C (J) (17)

SNRﬂ

Este mismo resultado se puede aplicar a modelo de regresion lineal
clasico.
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3.3 Test de Multiplicador de Lagrange

~ ~
~ ~
*

* ~ *, & fh(xj,bg) Th(x;,bg)
Seae =V, - h(x;,bg), X 'X = .
el y| (XI R) El ﬂb ﬂb'

Se puede demostrar que el test de multiplicador de Lagrange toma la
forma:

_ é*l)z*()“{*l)“{*)_l)"‘{*lé*

(e'e)/n

LM BA® c2(J) (18)

Notemos que sdlo necesitamos | os estimadores restringidos.

3.4 Test F (aproximado)

Este test esanalogo a utilizado en el modelo lineal clasico:

(S(bg) - S(byr))/J (19)

F(d,n-k) = "R
S(byg)/(n- k)

donde S(b) = & (y; - h(x;,b)2.
i=1

Es importante recalcar gque la distribucion de este estadiagrafo es solo
aproximada.

Ejemplo (Greene)

Consideremos el modelo de consumo:
Ciza+bY%+e e~N(0, s?) i=1,2,..,n
donde C representa consumo e Y ingreso agregado. Bajo la hipotesis nula Ho:

o=1, e modelo es lineal en los parametros. Por lo tanto, puede ser estimado
mediante minimos cuadrados ordinarios.
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Con cifras anuales de la economia americana para €l periodo 1950-1985
se estiman las siguientes funciones de consumo agregado:

Parametro Modelo Error Modelo No Error
Lineal Estandar Lineal (No  Estandar
(Restringido) Restringido)

a 11.15 9.64 184.97 39.13
b 0.89 0.0058 0.252 0.081
g 1.00 1.1535 0.039

ge 12068 8421.95

R? 0.9956 0.99899

NUmero de observaciones, n=36.

Deseamos contrastar |a hipétesis Hy: g=1 frente ala aternativa Hq: ¢ 1.
Hagamos, entonces, uso de |os cuatro tests vistos anteriormente:

i) Test de Razon de Verosimilitud

Dado que en este caso la funcidén de verosimilitud no involucra el
término del jacobiano, el test de razén de verosimilitud toma la forma en la
ecuacion (17):

nIn(§2) - In(82R)) = nlng R :w’®c 2(J)
SNRQ

En este caso n=36, =1, § 3 = 123%68 =335.22, §%5 = 842‘295 = 233.94

Haciendo los reemplazos correspondientes, se tiene que el test de
multiplicador de Lagrange toma el valor de 12.95. Este supera al valor critico

Cos(1)=3.84. Por lo tanto, rechazamos Ho.

i) TestdeWald

(1.1535- 1)°

W= 5
0.0393

=15.29
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Nuevamente, e estadigrafo calculado supera € valor critico. Por lo
tanto, rechazamos H.

i) Multiplicador de Lagrange
Enesecaso X, =(1 YZ bYZIn(Y)))

Th Th

¢Por qué? Dado que h(x;, b)=a + bY se tiene que ﬂ—:l, ﬂb:Yig y
a
jlrszigln(Yi). Este dltimo resultado se obtiene haciendo uso de
g
\A
LSGRVETRARY
fi9
Por |o tanto,
(;g &Y bYLIn(Y;)d 2, - & -bY g0
g =K 61 YZ BYIIn(Yz)* 4 _¢Cp- 4 -byg+
e R T
é él Yg Ygln(Y ¥ écn-é-b e

Para computar el test de multiplicador de Lagrange, se evallan X y e
en los estimadores restringidos. Esto es, en aquellos obtenidos con el modelo
lineal:

=184.97, b =0.252 (dado g=1).

Haciendo los calcul os se obtiene:

3547.3

=——————=10.582
12068/ 36
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e'e 12068
n

que & '@ es la suma de cuadrados estimados bajo el modelo restringido, esto
es, e modelo lineal.

donde &'X"(X"'X")1X"'&" =3547.3, =335.22. Notese

Finalmente,
iv) TestF

- _ (12068- 8421.95)/1 _
8421.95/(36- 3)

14.286

El valor critico Fgsy(1, 33)=4.18 por lo que, a igua que en los tres
casos anteriores, se rechazaHy'

Apéndice: Propiedades Asintéticas de Minimos Cuadrados No Lineales

De la condicion de primer orden para la minimizacion de

n n
Sby=4 e? =8 (y; - h(x;,b))?, setiene:
i=1 i=1

& (v, - nox, by M) -

i=1

0 (1)

Si hacemos una expansion de Taylor de primer orden de h(xi,ﬁ)
arededor del vector de pardmetros poblacionales b, tenemos':

én(Yi - h(xj,bg) - m(6- bo))ﬂh(xi’b):

0 2
i=1 To' Tb ()

dondeb” se ubicaentre b y b.

! Recordemos que la aproximacion polinomial de f(x) alrededor del punto x=xp viene dada

por F(x) » F(x,) + g 9T o)
i 11 dx!
X2
de xo=0 es € »1+x+?+...

(x - X,)' . Por emplo, la aproximacion de f(x)=¢* alrededor
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La ecuacion (2) puede reescribirse como:

énﬂh(xi’f))e & fh(x;,b) Th(x;,b") 6

i b-by) =0
T T o ﬂ( )=

Delo cud

b=b, + & fh(x;,b) Th(x;,b’ )g éw
é‘—l b T o b

€ 3)

Probar consistencia de b es técnico. Amemiya (1985) presenta una
demostracién formal. Probar normalidad asintética no es dificil una vez que se
ha establecido consistencia.

La ecuacion (3) se puede reescribir como:

 fin(x;,b) Th(x;,b") 8 1 £ fih(x;,b)
T b ; nu b

/n(b-bo) = §n--1 & (4)

aﬁﬂh(xl by)  Th(Xxy,by) h(x1,bg) 6
b, T, b -

l

o
: 0
_, CThGxobg) Th0cbe)  ThOgbo):  So
I L
¢Th(xpbo)  h(xnbg)  Fh(xp.bo) 0%

ﬂbl ﬂbz ﬂbk aﬁxk

y )?ol :a-[h(xi’bo) ﬂh(Xi,bo) M
| g ﬂbl ﬂbz ﬂbk

9
]
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ROR0.

Qo=

Entonces X' X° =

i=1

0190
Ahora, supongamos que plim& ~=Q, donde Q es una matriz
e " g
invertible.
n - -~ - *
Entonces éé’l Th(xi,b) fIn(xi.b ) 45p Q

n- Tb b’
por consistenciade b.

1 £ h(x;,b)
\/ﬁ i=1
b y el teoremadel limite central de Lindberg-Feller:

Por otra parte, € BA® N(0, s %Q), por consistencia de

WO lén 1Th(XI’bO)
n- b

Sea e . Setiene, entonces, que w es €l promedio de

n variables independientes '”h(Xit;bo)

<2 fh(x;,bg) Th(x;,bg)
b b’

g con esperanza 0 y varianza

Entonces, de |o anterior, se deduce que:

Jn(b- by) ¥4® N(0,52Q1) (5)
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MINIMOS CUADRADOSNO LINEALES: EXTENSIONES

1 Algoritmo Numérico: Gauss-Newton
Consideremos primero el modelo de regresion no lineal:
=h(xi,b) +¢ =12, ..,n (1)

Linealicemos la funcién h(x;, b) alrededor del vector de pardmetros bg
mediante una expansién de Taylor de primer orden:

& fIh(x,by)

h(x, b) » h(x, bo) + a
k= Thy

=% b, - bY) ®)

(después de suprimir €l subindice ‘i’).

Después de agrupar términos obtenemos:

K qh(x, by) bOO K qh(x, bo)
. ai K
k=1 by g k=1 by

h(x,b) » gh(x,bo) - &

fh(x,bg)

b,
es una funcion de los datos exclusivamente y NO depende del vector de
pardmetros desconocidos.

Denotemos como x{ . Para un valor dado del vector b, X

Sea h(x;, bg)® h°, entonces:

K
h(x, b) »é -\ xkbo—+ a X} by
k=1 g k=1

Deesto, y » (ho - xo'b°)+ x"'b+e

&fh(x,bo) flh(x,by) Th(x, bo)

0 L0 0 9
ﬂbl ﬂbz ﬂbk é

dondexo':(x1 X3 .. xk):
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Nol—‘o
1-O:

8"3
_¢b
g —_—

Sea yo=y-h” + x°h,. Entonces tenemos e modelo de regresion
(aproximado):

yo=x"bo +e
Para un valor dado de by podemos computar yo y x°.
Ejemplo
Consideremos nuevamente el modelo:

y=b; +b, exp(bsx) +e° h(x,b) +e

Recordemos que:
! 0 1 5 a7 0
Th(x,by) _¢ %)I_ae 2 c*’\b%)_
T—sz "=¢ exp(bgx) = by =¢
gx &b? x exp(b$x) 5 §b3 5

Entonces, dado el vector by, podemos computar la variable yo para cada
observacion:

Yo=Y- h(x,bf,bo, )+b1X1 +b2X2 +b3X3

y correr unaregresion deyo en X3, X9 y X3 paraasi obtener un nuevo vector

de parametros b.

Este proceso continla hasta que la diferencia entre los sucesivos
vectores b es suficientemente pequefia como para aceptar la convergencia’
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En general, tenemos que:

~ 0 e ~ 0
by =8 XiX{'Z gaX.t(y. hi +xi'by)=
i=1 g ei=1 9
=b, + .t ."_ gax H(yi- hD)z
:6t+(Xt'Xt)_1Xt'ét 3)
240
dondeXt=gXt2I: xi":&ﬂh(xi’bt) Th(x;. by) ‘ﬂh(x,,b)?
- b, To, T, 5
S5
%, - h(x1,by) 9
At _GY2- h(x,,b;)
¢ N
Yo - h(X,,b0)5

15

La relacion by, =b, + (X''X')"*x"'&" indica que en cada iteracion
se actualiza el vector de pardmetros estimados en la iteracion previa, a correr
una regresion de los residuos de minimos cuadrados no lineales en las
primeras derivadas de la funcion h(x, b), siendo todas las expresiones

evaluadas en Bt.

El proceso converge una vez que € vector xteal »o0. (Notemos que
dicho resultado es smilar a de las ecuaciones normales del modelo lined

clasico).



