Apuntes Teoria Econométrical. Profesor: Viviana Fernandez

METODO DE MAXIMA VEROSIMILITUD

Supongamos una muestra aleatoria de 10 observaciones de una
distribucion Poisson:

50,110,3,23,4,1

La densidad de probabilidad para cada observacion es:

-4 ~X
foa =" x>0
!

Con observaciones independientes, la densidad conjunta o verosimilitud
de lamuestraes:

10 e-loqqélxi e-10qq20
L(a) =f(xq, X, ... X, @) = O f(X;,0) = =
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Esta Ultima linea da la probabilidad de observar esta muestra en
particular, asumiendo que una distribucion Poisson con parametro q genero
los datos. El principio de maxima verosimilitud intenta encontrar aquel g que
maximizala funcion de verosimilitud para una muestra dada.

Dado que lafuncién logaritmo natural es monoténicamente creciente, es
equivalente maximizar In L(q) que L(Q).

De la ecuacion anterior,
InL(q) =-10q + 20 In(q)- 12242

‘ﬂlnﬂL(q) :-1o+@:o b gq=2 condicion de primer orden
q q




7°InL(q) _ 20

2 2 q=q <0 condicion de segundo orden
T q

Esta dltima indica que € valor obtenido es un maximo global.
Gréficamente la funcién de verosimilitud luce como:

L(x. a)
A Maximo global
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El principio de maxima verosimilitud también se aplica a caso de
distribuciones continuas. La densidad conjunta de n observaciones
independientes, las cuales pueden provenir de una distribucion univariada o
multivariada, es e producto de las densidades individuales.

Cuando las x; son multivariadas, la funcion de verosimilitud viene dada
por:

£ (g, X Xy @) = O F (%1, Q) © L(G, X)
i=1

donde g es un vector de parametrosy X=(Xy, Xa, ..., X,) €slamatriz de datos.

Dedlo,



n
InL(g,X) =4 Inf(x;,q)
i=1

Los valores de los parametros gque maximizan esta funcion son los
estimadores de maxima verosimilitud, q.

La condicién necesaria para maximizar el logaritmo de la funcion de
verosimilitud es:

‘ITInLﬂ(q,X) -0 Ecuaciones de Verosimilitud
q
Ejemplo

Sea x; ~N(m s?). Esto es,

f(x;)= ! expe: (x; - 20
| «/2p32 e 252 | 7]

Para una muestra de n observaciones independientes:

L(a,x) = Cn)f(xi,q) :(2p32)-nlzexp§

1 79 2
ax -m
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252 | [}
donde g=(Ms?) ¢y x=(X1 X5 ... Xn)&

Por |o tanto,

n n n 5 1 0 2
InL(g,x)=a Inf(x;,q)=- Eln(Zp)- Eln(s )- ——alx-m
i=1 2s“ i=1

L as ecuaciones de verosimilitud vienen dadas en este caso por:
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A fin de asegurarnos que nos encontramos frente a un maximo global,
debemos chequear las condiciones de segundo orden:
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el cua es negativo definido. Ello, porque para cualquier vector a= glg 10
20

setiene que:




Propiedades Asintoticas de los Estimadores de Maxima Verosimilitud

Bajo ciertas condiciones de regularidad (para un tratamiento riguroso,
ver Amemiya (1985) o White (1984)), € estimador de maxima verosimilitud
tiene las siguientes propiedades asintoticas:

1.- Consistencia: plim EI =d

2.- Normalidad Asintética: E{%ﬂ@ N(q, | (q)'l)

0
InL &“I’IL ﬂ|nL9 matriz informacion.

donde | —-E
onde 1(a) e A T

(Véase e apéndice para una demostracion de esta igual dad).

3.- Eficiencia Asintdtica: el estimador EI es asintéticamente eficiente y
dcanza la cota inferior de Cramér-Rao, 1(q)*, para los estimadores
consistentes.

Recordemos que €l teorema de Cramér-Rao establece que la varianza de
un estimador insesgado de un pardmetro (o vector) q siempre sera a menos
tan grande como:

.2
I(q)—-E InL+ EgéTInLg
ﬂ a e ﬂq (4]

donde I(q) es &l nimero (matriz) informacion de la muestra.

Por otra parte, se dice que un estimador es asintéticamente eficiente si
€es consistente, asintéticamente normal y tiene una matriz varianza-covarianza
no mas ‘grande que aquella de cuaquier estimador consistente y
asintoticamente normal.

4.- Invarianza: €l estimador méximo verosimil de g=c(q) es c(a) :



Aplicaciones

1.- Estimador de Mé&xima Verosimilitud en el Modelo Lineal Clasico

Seaynxlzxnxk bkxl+enxl e~N(O, 32 I)

Paraunamuestrade e, i=1, 2, ...,n, variablesi.i.d. normales con media 0
y varianza s?, lafuncién de verosimilitud viene dada por:

L =(2ps?) ”’Zexpg ia e??
=1 @

con e=y;i- xib, Xi¢:(1 Xio Xi3...Xik).

El jacobiano de cada observacion es #e =1. Por lo tanto, lafuncién de
Yi
verosimilitud paralasy’s viene dada por:
L = (2ps 2) "2 expg: - xi'b)zg
i=1 a

— (ZpSZ)-n/Z

Al tomar € logaritmo de L, obtenemos:

=20y - Mines?) -
InL—2(2p) 2In(s)

L as ecuaciones de verosimilitud son;

Mink _ 1 y(y- xb)=0

b s?
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Delo cudl,
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Si tomamos la esperanza de H, los términos fuera de la diagona se
2 ¢ 5
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hacen cero: E(X'e)=E(] ex;)=4a E(g)x; =0, donde e—q’2 y
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(La ultima linea de arriba supone que las X’ s son no estocasticas. Si ello no es
asi, hacemos los cédlculos de la esperanza condicional en los valores de las
X’s. Ni €l andlisis ni los resultados obtenidos cambian).

Por |o tanto,
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De €ello, es claro que e estimador de minimos cuadrados ordinarios

(MICO) de b coincide con &l de maxima verosimilitud. Por |o tanto, b MICO
tiene todas | as propiedades asintéticas del estimador de méxima verosimilitud.

AA

Recordemos que el estimador MICO de s? es §2 = eek
n -

insesgado. De ello, resulta evidente que e estimador de méxima verosimilitud
de s? es sesgado (hacia cero):

, € cua es

_ 2 '
E(éﬁﬂv):(nk)szﬁ_ 5232 <32
n e Ng

Sin embargo, el estimador §,, tiene todas las propiedades asintéticas
de los estimadores de maxima verosimilitud. En particular,

In(2, - s?)3%%i® N(0,25%)

Nota: Regresores Estocasticos

Recordemos que f(y, X| b, s q), funcién de densidad conjunta de la
muestra, condicional en los valores de los parametros poblaciones, puede
descomponerse como el producto de las distribuciones de y condicional en X
y de X:

L=f(y, X| b, s*, q)=f(y| X, b, s% q) g(X| )
Por lo tanto, In L=Inf(.) + In g(.)
Si g(X| q) no depende de b y s?, podemos maximizar las dos partes de

el logaritmo de la funcién de verosimilitud por separado, a fin de obtener €
conjunto de pardmetros desconocidos b, s?y q.



2.- Estimador de Maxima Verosimilitud para el Modelo Lineal General

Seaynxlzxnxk Dix1 + et e~N(O, SZVV)

Para unamuestrade g, n=1, 2, ..., n, variables aleatorias provenientes de
la distribucién normal multivariada e~N(0, s* W), tenemos:

-1/2 )
L:(2p32)'”’2‘52W‘ expes ;e'(SZW)'leQ
é )

con e=yi- xib, Xi¢:(1 Xio Xi3...Xik).

El jacobiano de cada observacion es Tlei

Ty;
de lafuncion de verosimilitud paralasy’s viene dado por:

=1. Por lo tanto, e logaritmo

n 1 2 1 —
InL=—(2p)- =In|s“W - Xb)W ~(y - Xb
5 (@p)- 2 (V- XYWy - Xb)

S

Para una matriz W de constantes conocidas, las ecuaciones de
verosimilitud son;

finL _ 1 ... 1
= - X'W(y- Xb)=0
h g2 (y - Xb)
Mt 0 v L (y- xoywiy - xb)=0
s 2s 2s
Delo cual,

s2 W™ _(y- Xb)'W (y - Xb)
n n

b=(X'WX) 1x'Wly

Se puede demostrar de manera analoga que:
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Test de Hipotesis bajo Estimacion Via Maxima Verosimilitud
V eremos tres procedi mientos que son asintéticamente equival entes.

1.- Razdn de Verosimilitud

Sea g un vector de parametros a ser estimado y sea Hqy alguna hipotesis
que queremos contrastar. Asimismo, sea Qur € estimador de méaxima

verosimilitud de g no restringido, y sea 6|R el estimador maximo verosimil
restrlngldo S LNR y LR son las funciones de verosimilitud evaluadas en
qNR y qR, respectivamente, entonces larazon de verosimilitud es:

Lr

| ==
L nR

donde O<I <1, dado que I:NR, I:R>Oy I:NR> I:R.

Si | es pequerio, pensariamos que las restricciones son falsas. Se puede
demostrar que:

- 2In(l ) 384® c2(J)
donde J es el nUmero de restricciones.

Ejemplo

Recordemos el ejemplo de la distribucion Poisson a comienzo de estos
apuntes. Bajo Ho: 9=1.8, L r =0.0936 x 10°®. Por otra parte, L nr =0.104 x 108,

dado que q =2 (estimador no restringido). Entonces
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- 2in( ) =- 21n@29300= 21072
€0.104 g

El valor critico de una c(1) al 95 por ciento de confianza es de 3.84.
Por lo tanto, no rechazamos Hy"

2.- Test de Wald

Una desventgja préctica del test de razon de verosimilitud es que
requiere que estimemos tanto el vector de parametros restringido como € no
restringido. Ello puede ser, en agunos casos, muy intensivo
computacionalmente. El test de Wald y el de multiplicador de Lagrange¥a éste
ultimo tratado en el proximo punto¥s solucionan tal desventgja.

Sea 6| el vector de estimadores de maxima verosimilitud no
restringidos. Postulamos un conjunto de restricciones del tipo:

Ho: c(q)=q

donde c es conjunto de funciones de q no necesariamente lineales.

Si las restricciones son vdlidas, entonces 6| deberia satisfacerlas en
forma aproximada, dada la variabilidad muestral. El test de Wald toma la
forma:

W = (c(q) - q)' (Var(c(g) - q)) *(c(a) - q) %#4® c*(J)

géIC(Q)Q
é 0 o
nimero de restricciones y k es la dimension del vector g. (La j-ava filade C
contiene las derivadas de la restriccién j-ava con respecto a los k elementos de

Q).

donde Var(c(q) - q) = Var(c(q)) =C Var(q)C', Cyy = J es d

Para contrastar un conjunto de restricciones lineales, Rq=q €l test de
Wald se basa en:

Ho: ¢(9)- g=Rg- g=0
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— %-[C(q) 9: ﬂ(Rq - q) =R
9 o 1q

CJxk

Entonces, Var(c(fq) -q) =R Var(a) R'. Con €llo €l test de Wald toma
laforma:

W = (Rg- q)'(RVar(qR") (Rg- q)
el cua se distribuye chi-cuadrado con J grados de libertad.
Ejemplo
Si queremos contrastar una restriccién simple como:
Ho: 0=qo Vversuslaalternativa Hi: g Qo

lo podemos hacer con un test de Wald, el cual en este caso tomalaforma:

W =(q- go - 0y (Var(g- go- 0)) (- do - 0)
:d*qﬁz%ﬂ®c%n
VHMt

Pero, =1~ 90 388® N(0.1), entonces 22 384® c2(1).

Va(@

Esto es, cuando se trata de contrastar la hipotesis Ho: g=qo versus la
aternativa Hi: gtqo, € test de Wald y e test t son asintGticamente
equivalentes’

3.- Test de Multiplicador de Lagrange

Seal el vector de multiplicadores de Lagrange. Deseamos maximizar la
funcion de verosimilitud, L(q), sujetaa conjunto de restricciones ¢(q)=q:

InL(g)=InL(q) + 1 4c(g)- q)
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L as condiciones de primer orden, necesarias para la maximizacion de la
funcion de verosimilitud, son las siguientes:

finL'(q) _ TinL(a) , 10 "(c(@)- @) _ TInL(q) , (@), _,

0
|[o |[o p|[o 19 19
’“r‘ﬂﬁ(q}:c(q)-q:o @

S las restricciones son validas, € valor maximizado de la funcion de
verosimilitud no debiera cambiar sustancialmente. De (1) se tiene que:

finL (Gr) _ fc@r) 1 _,,
Ta Ta

donde 6|R es el estimador restringido.

~

Si las restricciones fueran vdlidas, entonces | =0. (Esto es, las

L’ @) | o

fiq
El test de multiplicador de Lagrange se basa en la observacion anterior:

restricciones no serian operativas). En dicho caso,

~ L .~
LM = M% (| (aR))-léq[InL(qR)%%&@ C2(J)
§ Ta 5 § o
2 ~ e
donde 1(qg) =- EM% y Jes el niimero de restricciones.
§ Tata 5

Es importante notar que todos términos en LM se evallan en el
estimador restringido.

Una caracteristica importante de los test de razén de verosimilitud,
Wald y de multiplicador de Lagrange es que son asintéticamente equivalentes.
Sin embargo, en muestras pequefias nuestras conclusiones pueden diferir
dependiendo de qué estadigrafo utilicemos.




14

En términos gréficos los tres estadigrafos pueden ser descritos como
sigue, cuando Ho: ¢(q)=0:

Raz6n de verosimilitud

In Lnr ~
Ln(a)
In Lr
Mult. de A c(0)
Lagrange
wad
0 » (
Or  Onr
~4 9InL
)[[o]
v

Analicemos cada test por separado:

» Razon de verosimilitud: Si la restriccion c(q)=0 es valida, e imponerla no
debiera reducir notoriamente el valor del logaritmo de la funcién de
verosimilitud. El test se basaen In L(qy\g)- In L(gg), donde q\rYy dr SON
los estimadores de méxima verosimilitud no restringido y restringido,
respectivamente. Si esta diferencia es pequefia, en términos estadisticos,
entonces no rechazamos Ho.

» Wald: Si la restriccion es vdlida, c(aNR) deberia ser cercana a cero.
Rechazamos Hy si ¢( aNR) es significativamente distinta de cero.
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» Multiplicador de Lagrange: Si la restriccion es vdlida, la pendiente
(primera derivada) de In L(g) debiera ser cercana a cero cuando es
evaluada en el estimador restringido.

Ejemplo

Supongamos gue €l ingreso de una persona proviene de una distribucion
de probabilidades gama:

(b"'xi)-Ir r-1 & Yy 0
f(y,x;,br)y=—""2 vy “expg- ——=
(yilx;,b,r) ar) Yi pg DX, 2

donde y; y x; son los niveles de ingreso y de educaciéon de la persona i , y

¥
G(r) = " 'e 'dt eslafuncién gama
0

Se desea contrastar 1a hipotesis Ho: r =1, esto es, que € nivel de ingreso
de cada persona proviene de una distribucion exponencial de parametro
1

b+x;

El logaritmo de la funcion de verosimilitud para e modelo no
restringido (distribucion gama) esta dado por:

n n _ n
InL(y| x,b,r)=-raInb+x;)- nInG(r)- § i +(r - DA In(y;)
i=1 iz D +X; i=1

Las primeras y segundas derivadas estan dadas por:

‘ITInL _ J 1 J Yi

-ra +a
b i2b+X; S (b+x;)?
InL J nG(r) &
Ik =g inb+x)- =0 dingy,)

=1 r =1
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2 n n _
i InL:ré 1 28 Yi

Mo i=1(b+Xi)2 ) izj;ll(b+xi)3

T°InL _ n(Qr)G'(r)- G(r)?)
r 2 Gr)?

InL _ & 1

Tbeir 21b+xi

r ¥
donde ‘ITﬂG(rr) = gn(r)" x" e *dx..
r 0

Los valores de los estimadores de maxima verosimilitud son obtenidos
a igualar las primeras derivadas a cero, sin y con la restriccién de que r =1.
L os resultados obtenidos con los datos del Cuadro 1 son los que se detallan en
el Cuadro 2.

Cuadro 1 Ingreso y Afios de Educacion

Ingreso Anual (Miles  Educacion (Afios)  Ingreso Anual (Miles  Educacién (Afios)

USS$) USS$)
20.5 12 55.8 16
315 16 25.2 20
47.7 18 29 12
26.2 16 85.5 16
44 12 15.1 10
8.28 12 15.1 10
30.8 16 285 18
17.2 12 21.4 16
19.9 10 64.2 12
9.96 12 84.9 16

Fuente: Greene (1997)

A fin deilustrar € uso de los distintos estadigrafos vistos en estos apuntes,
contrastaremos Ho: r =1 por cuatro vias distintas:

> Intervalo de confianza parar : Un intervalo de confianza (asintético) al 95
por ciento se basa en €l estimador no restringido:
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3.151+1.96./0.6625 = [1.556; 4.746]

Dado que este intervalo no contiene e valor de 1, rechazamos la
hipétesis nula.

> Test de razdn de verosimilitud:

_ 2l = (- 88.436- (- 82.916)=11.04
El valor critico es c? (1) ¢5:4=3.842, por lo cua rechazamos Ho.

Tie(a) _

> Test de Wad: En este caso c(g)-g=r-1. Por €lo, 19

y

U o. U
Var(c(q) - g) = Var(f) =0.6625. Con €lo:
Wald=(3.151- 1)(0.6625)*(3.151- 1)=6.984.

Como antes, € valor critico es igual a 3.842. Por |o tanto, rechazamos
Ho.
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Cuadro 2 Estimadores de Méxima Verosimilitud parael Modelo de Ingreso

Estimador No Estimador Restringido
Restringido
b -4.719 15.503
r 3.151 1.00
InL -82.916 -88.436
fMinL 0 0
b
fMinL 0 7.914
qr
72InL -0.853 -0.0216
To?
7%InL -7.436 -32.894
ir °
7%InL -2.242 -0.669
b
Var(f)) 5773 46.164
Var(r) 0.663 0
COV(E), F) -1.746 0

> Test de Multiplicador de Lagrange: Las primeras derivadas del logaritmo

de la funcion de verosimilitud evaluadas en €l estimador restringido toman
el valor de:

A AnL o
finL(de) _¢ b Z_2 0 ©
fa  cfinL+" &r9145
§T 5

dondeqg=(br)¢



gﬂzln L(bg,Fr) T°InL(bg,fg)%

- g8.0217 0.669 o
g 0.669 32. 894g

u 2
~ c b
I(dR) =-
R SeInLbR.Fr) TPINL(Dg, rR)
§ fir b B

Entonces LM toma la forma:

=(

Como antes, rechazamos Ho.
Apéndice
Proposicién

2InL® aéTlnL‘IﬂnLo
§‘ITOI‘ITOI,5 &9 19 o

- E

Demostraci on

0217 0669 'z 0
0 7.0142 6@ 0 o_
go 660 32.8045 §7.9145
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Consideremos primero la funcién densidad de probabilidades de x;,
f(x)). Supongamos que € rango de x; no depende del valor deg. Si x; T a

intervalo (- ¥, ¥), entonces:
¥
O (xjlg)dx; =1
-¥

Delo anterior,

¥ 1f(x;|0)

éo‘(x ok, 2= o i Py =

g -x 19

dado que €l rango de x; no depende de q.



Pero

6_ ¥ 1f(x;q) ¥ Tinf(x \q)
Q¥ 2= 5 Py, =
ﬂgd(x) 5 5 Tq O g (A

Ta ¢

ool o)
Diferenciemos ‘I}”qé o (X; \q)dxi T CON respecto a g huevamente:
- a

- ..
§0‘(q> - T @ IO

‘ﬂq‘ﬂq 5 19 §_¥ 1q '

2
Eﬂmf(xiq)f( o, + ¥‘ITInf(X.\OI)‘ITf(X Dy

=0
.y Tafq _¥ Yl figr
Peroﬂf(xiq):f( i\ )W.Entonc&slarelacic’)n anterior sereduce a
fio' fiq
¥ % Inf(x; ¥ ‘ﬂlnf x:|q) Inf (x;
T MOUD (s g, + oM CDINICCD ey =
-y T9q _¥ g

lo cual implica que:

B Inf(xi|Q)_ _adlinf (x;la) fInf (xi|q) &
¢ fala 3 Ta o g

Consideremos ahora n observaciones independientes. El logaritmo de la
funcién de verosimilitud de la muestra viene dado por:
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n
InL =3 Inf(x;|q)
i=1

con primeras y segundas derivadas:

n qinf n Inf (X;
filnL _ £ fin (xjla) _ agi,congio‘ﬂn (x; Q)
fa = Tq i= fiq
2 n 21nf (x.
1°InL é‘ﬂ Inf (x;/q) _ =5 conH, , 17In (X.'q)
p[[}I[¢ NEER. (o} (o} i=1 fiafiq
n
dinLo_2 g )=0. Sea
e 19 ﬂ |-1
0=(01 92 .. @gn¢ Con observaciones independientes se tiene que

n
E(99') = 4 E(9;g;'), dado que E(gigi9=0" i ]
i=1

Ahora, a E(g;0;') =- a E(H;)=-E(H),con H?® Ea%;{ H, = enV|rtud
i=1 i=1 i=1 ﬂ
dela demostraci On anterior. De ello deducimos que:

2InL® aéTlnL‘IﬂnLo
§‘ITOI‘ITOIQ &9 19 o

- E
El resultado anterior es el utilizado en € agoritmo de BHHH (Berndit-
Hausman-Hall-Hall).

Notaas Dado que E(g)=0, Var(g)=E(ggd= - E(H). Vimos que €l test de
multiplicador de Lagrange se basa en €l estadigrafo

LM =g(qg)' (H(ar)) "9(ag) ¥#4® c*(J)

Ello, porque bajo la hipétesis nula las restricciones son verdaderas, lo cua
o ~ 1 .-
implica que -/ng(dg ) %#4® N(0- E(H(q))) y _H(ar) 795@ E(H(q)).



