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MODELOSDE SERIESDE TIEMPO
CONCEPTOSPRELIMINARES
Procesos Autorregresivosy de Promedio M ¢vil
Se dice que Y Sigue un proceso autorr egr esivo:

Yi=m+gYei+ 6 € esruido blanco (1)

porque su esperanza (condicional) depende de su valor en el periodo pasado:

como:

E(Ye|Yi1) =m+gYe

En general, un proceso autorregresivo de orden p, AR(p), se define

Yi=m+ hYe1+ @Yo+t GYept & (2)

donde la esperanza y varianza de Y, condicional en sus p primeros rezagos,
vienen dadas por:

E(Yt |Yt_ 1 Yt_ 2y aeny Yt_ p) =m+ let-l + ngt_ 2+...+ Q)Yt-p
Var(Y¢|[Ye1, Yeo...Yep) = S&
Consideremos ahora € modelo:

Yi=m+@a+0ge.. 3)

La variable Y, es una constante mas un proceso de promedio mévil de

orden 1, MA(1), & + ge. 1, de modo tal que:

E(Y) =E(m+e+ge.)=m

Var(Yy)= Var(e + ge. 1) = (1+g%)s?2
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igs2s=1
COV(Yt y Yt- S) = COV(et + qet- 1r et- s + qet_ S+1) — |, q e
10 s>1

S hacemos uso del operador de rezagos, L, podemos reescribir la
ecuacion (3) como sigue®:

Yi=m+ (1-ql)e

N Y
U oo M +e
1-qL 1-qL
1 2,2
con [gl< 1, =1+qgL+q°L" +...
1- gL
Entonces
m
=(1+qgL +0°L% +..)m=
1 qL (1+qL +q ) 1- g

Yy 2,2 £
=(1+qgL+qg°L“+..)Y, =Y, + Y. .
1- qL (A+qgL +q )Y, t Slq t- i

Con dllo la ecuacion (3) pasa a ser:

¥
Ye+aqYe = i + &
i=1 1-

vo= ™ &qy, e 4
t 1-q & t-i TSt (4)

([

Es decir, un modelo MA(1) puede representarse como un AR(¥).

En general, un modelo autorregresivo-promedio movil, ARMA(p, q)
Se representa como:

! Setiene que LX=X¢ 1, L2X=X+.», etcétera
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Y =Mt g Yea+ QYo+ ¥ QY p + & + i€y +... ¥ Ut g ®)

Como se aprecia de la ecuacion (5), existen ‘p’ términos autorregresivos
(rezagos de la variable dependiente, Y,) y ‘g’ rezagos de g, correspondientes a
la parte del promedio mévil. El término del error e se denomina
“innovacion”. Es decir, éste corresponde a toda aquella nueva informacion
gue se conoce cada periodo.

Consideremos €l caso particular de un modelo AR(1):
Yi=m+gYe:+ &

Si utilizamos €l operador de rezagos, podemos reescribir la ecuacion
anterior como:

(I-gL)Yi=m+ &

con |g<1.
Yt = m + &
1-g. 1-gd
m 2,2 m & |
= — +(l+g+g’L°+.)e = +Ad e (6)
1- g 1-9 =0

De lo anterior, se deduce que un proceso AR(1) puede ser representado
como un proceso MA(¥). Es decir, en este caso se tiene que Y; es una
agregacion de la historia de todas las innovaciones. En contraste, un modelo
MA(q) solo incorpora la informacion de las innovaciones correspondiente a
los q periodos masrecientes:

Yi=mte +0:€. 1 +... 7 (g€ q

¢ Para resumir, los modelos de series de tiempo pueden ser representados
COMO Procesos autorregresivos, o bien como procesos de promedio movil.
En este Ultimo caso, la variable dependiente corresponde a la suma
ponderada de |as innovaciones pasadas.
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1.2 VectoresARMA

Los modelos vistos anteriormente pueden generalizarse a un conjunto
de variables:

Y =Mt Gy 1t Gy o+t Gy pte + Q€ ..+ Qu€q| (7)

donde y; y e son vectores Mx1 de variables aleatorias, m es € vector de

medias, Mx1, y G, G, ..., G,, Q1, Qz ..., Qq SOn matrices de parametros
MXM:

&Yy O 0 0
s §t+ éﬁ&+
_Cclat—+ _C%2t + _C -
Yt = - € = - m= -
¢ .. C..- ¢ .-
gYMtE geMtg ”\\AB

86(61)11 (G2 - (G])1M9

G_:g(G])zl (G])zz (C—:])ZME

¢ . =12, ..p
SGhw @o ~ (@ump
gé(Qj)n Qi) - (Qjm 0
0 :g(Qj)Zl QP22 - (Qjlam : i=1,2, ....p

§Qw Qe ~ (Q)wms

En la préactica, la mayor parte del tiempo se utilizan los [lamados
vectores autorregresivos (VAR):

Yi =Mt Gy 1+ Gyt v Gy T & (8)

La ecuacion i-ava del modelo (8) viene dada por:
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Y b »
Yi=m+a (G)uYijta(Gi2Yorjt+ta(G)imYmej*ei
J:1 J=1 J:1
donde (G)inm indica el elemento (i, m) de G.

Veremos mas detalles de estos model os cuando discutamos los temas de
causalidad ala Granger y cointegracion.

1.3 Estacionariedad e Invertibilidad

Definicién: Se dice que un proceso Y; es débilmente estacionario® o
estacionario en términos de covarianza s se cumplen las siguientes
condiciones:

a) E(Y:) esindependiente det

b)  Var(Yy) esunaconstante, independiente det

c) Cov(Yy Yy esunafuncion deft- 5|, peronodet 6 s.

La autocovarianza para el rezago k se define como:
I k:COV(Yt, Yt- k) (9)

Bajo estacionariedad, | .,«=Cov(Y, Ywk) =1 k porgue las autocovarianzas
son funcion de k, pero no det.

EJEMPLOS

1) Proceso AR(1)
Yi=m+gYeit+e & esruido blanco
E(Ye|Yes) =m+gYe, Var(Ye|Yes) =s2

Como vimos, s |g<l, entonces Y se puede representar como un
proceso MA(¥):

2 Se dice que un proceso estocastico { Y} es estrictamente estacionario o estacionario en
un sentido fuerte si, " m-tupla (ty, to, ..., tm) Y " Kk entero, la distribucion conjunta de
(e, Yy, oY, ) esidénticaalade (Y 1y, Yo vicrns Yeak)-
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0 4K

m

Yt
1g|0

De la relacion anterior, podemos obtener los momentos
incondicionales de Y. En particular,

m m
+agE(et |)—

E(Y,) =
t 1'g i=0 -0

a8 =l o)
COV(Yt,Yt-k)=COVga ge. .,aget k- |_— Covgaget .,aget k- |;
= i=0 i=0

k+1 k+2

= COV(gket- k€ k) T Cov(g €k-2,9°€ k. 2)

€ k-1, % k-1) T Cov(g
+....

=g (Cov(er k. €k) + 9°Cov(ey. k1,8 k-1) + §'COV(er k. 2, €1 k- 2) +--.)

=g (Var(e, ) + g°Var(e, ;) +g*Var(e, ) +..)

52

=g¢(s2+g’si+gtsZ+..)=¢ e k=0, 1, 2...
1-9
bajo estacionariedad débil.
2
. _ _k Se
Delo anterior, || .k =l k=9 > k=0, 1, 2, ...
1-9
Se

Para k=0 setiene que Var(Y,) =
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i)  Proceso MA(1)

Yi=m+e+ge

E(Y:) = m+ E(e) + q E(e-1)

Var(Y,)=Var(e +0e.,) = (1+q2)55

En general, para una serie MA(Q):

Yi=m+eg+16.1+Qa2t...+0q6q

E(Yy) =m+E(e) + g: E(e.1) + 92 E(e.2) + ...

+0q E(e.g) =m

J
Var(Y,) =Var(e) +drVar(e.y) ...+ ggVar(e. ) =sg(1+4 ;)

Cov(Yy, Ye) = (& + i1+t Og€r g €1+ Qi€-2 +...F OBt g- 1)

= g1 Cov(e-1, &-1) +q1 02 Cov(e. 2, &-2) +02 g3 Cov(e. 3, &.3)

+.+0g10q Cov(Er ¢ 1, B g 1) = éch

Anadogamente,

0y
+ a q q|+1_S

g2 o)
Cov(Yy, Yy p) = §Q2 + a Qi q|+2_3e’ ey COV(Y(, Y g) = Qqsgs

a
Cov(Yy, Yi.g) =0, " s>q.

Esto implica que Y es estacionario.
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i)  Proceso AR(2)
Supongamos € siguiente proceso autorregresivo de segundo orden:
Yi=m+Ye1+ @Yo+t &

La expresion anterior se puede reexpresar en términos del operador de
rezagos:

Yi(l-gl-@Ll?)=m+e

SeaC(L) = 1- gL - @ L? un polinomio de segundo orden en el operador
de rezagos. ¢Bajo qué condiciones Y se puede expresar como un MA(¥)?:

=CH(L)(m+e)

¢ Ello dependera de los valores de g, . Concretamente, si C(L) se puede
expresar Como:

1- gl - L2 = (1-1 ,L)(3- 1 ,L)

donde |l 4|<1, |I o]<1, entonces:

Yim (L1 A1 oL) (e @)= §e§(| Ly éa (1,L) im+et>
=0

¥

°3 pi(m+e.;)
i=0
1 5 1 S
dado que =4 (L), =a (L)
1- 1 i=0 - 2 i=0

Ejemplo: Supongamos Y =0.6Y.;- 0.08 Y., + u. Queremos descomponer
1- 0.6L +0.08 L2 en el producto (1- 1 4L)(1- 1 ,L). ¢Existen | 1y | 5, tal que
I 1l<1, |1 2<1?

1-06L +0.08 L% = (1- 1 1L)(2-1 ,L) = 1- (I 1+l )L+ 4l ,L2
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Por lo tanto, | ; + ,= 0.6, | 41 ,=0.08. Lasolucién es| 1=0.4, | ,=0.2. De
ello,

5 (02L) %,
i=0 a

Y.=(1-04L) (1-0.2L) * g= ?éa (0.4L)' f
i=0
= (1+0.4L+0.4%L2 +0.4° L®+..)(1 + 0.2L+0.2° L+0.2°L%+..) g
= {1 +(0.2+0.4)L+(0.2°+0.2x0.4+0.4°)L?
+(0.2°+0.2°x0.4+0.2x0.4%+0.4% L% +..} g
=g + 0.6e.,+0.28¢e., + 0.12e._5+..."

En general, un proceso AR(2) podra ser representado como un MA(¥)
S se satisfacen las siguientes condiciones:

|el<1 ate<l  @g-@<1

@ g=1

\ - @ T et

v =1

El grafico de arriba muestra todas agquellos pares (¢, @) que satisfacen
las condiciones anteriores. En efecto, se trata de todos aquellos puntos al
interior del triangulo con vértices (- 2, - 1), (2, - 1), (0, 1) 3.

® Para una discusion, véase James Hamilton, Time Series Analysis, capitulo 1.
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% ¢Como abtener los momentos de Y,?

Bagjo estacionariedad débil, E(Y )=E(Y. 1)=E(Y+.2)° ny:

My= M+ gy N+ Gty

b |m, - m
1-9,- 0

Dedllo,

Yi=m (- - @) +QYe1+t @Yot @

()

Ye-my =h(Ye1- M) + B(Yeo- M) + &

Si multiplicamos ambos lados de la ecuacion por Yi - my y tomamos
esperanza obtenemos:

ECY e my)(Yek- my) = E(Y e - my)(Yie - )
+ QE(Y oo MY)(Yek- M) + E(Yi - My)&
dondel = Cov(Yy, Yik) = Cov(Yy, Yik) =1 -k, bao estacionariedad.

De la ecuacion anterior, para k=0, 1, 2, se tiene, respectivamente:

_ 2

lo=al 10l ,+s¢

=gl o +0l 4 Ecuaciones de Yule-Walker
l2=al 1+l

De las expresiones anteriores para las autocovarianzas (las llamadas
ecuaciones de Yule-Walker), se puede obtener Var(Y )=l o:

var(Y,) = (1- 92)52
t (1+9,)(1- g - g)(1- g2 +a1)
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v Claramente, las condiciones |gp|<1, gitop<l1, - <1 aseguran que la
Var(Y¢) sea positivay finita.

En general, supongamos el proceso autorregresivo:
Yi=m+ Y1+ @Yot t QYept &

Este sera estacionario s lasraices de la ecuacion car acteristica:
C(2)=1- z- @Z*- ...- 32" =0 (10)

tienen un modulo mayor a 1. Esto es, si éstas yacen fuera del circulo unitario
(conjunto de valores a, b tal que a+b’=1, incluyendo atbi, i =-/- 1). En
dicho caso, el proceso AR(p) puede ser re-escrito como un proceso MA(¥),
cuya varianza es finita’:

¥
Y, =C(L) *(m+e)° & p;j(m+e;) (11)
i=0

¥
donde & |p;i| <¥, po=1
i=0

CL) '=(1- gL- gL ...- LPy '=(1- 1 1L) "(2- 1 L) h(@- 1 o)
Ejemplo

Supongamos un proceso AR(1), Yi=m+ gY+ 1+ &. Entonces laraiz de la
ecuacion caracteristica:

C@=1g@=0 U z=1/qg

yace fuera del circulo unitario s |gi<1. En dicho caso, € proceso AR(1) se
puede representar como un MA(¥ ), tal como vimos anteriormente’

¥ ¥
‘Lacondicién  |p,|<¥ implica § p? <¥.
i=0 i=0
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Supongamos ahora un proceso MA(Q):
Yy =mte +0:€. 1 +...+ g€

Sea D(z)=1- q;z- q222 - - qqzq. El promedio sera invertible s
todas las raices de la ecuacion caracteristica D(z)=0 yacen fuera del circulo

unitario. En dicho caso, €l promedio mévil de orden g tiene una representacion
de AR(¥):

Y(D(L) ) =nD(L)) " +e (12)
donde
D(L) ™' =(@+qsL +qoL% +..+qLY) P =(@- j 4L) F@- joL) @ gL) !
Ejemplo

Supongamos un proceso MA(1), Y, =m+e, +0,€,.,. Este se puede
reescribir como:

Y =m+e (1+ql)

Entonces, D(z) =1+q,z=0 P 2z= -1q, la cud estard fuera del
circulo unitario si [g<1”

En genera, s todas las raices de la ecuacion caracteristica de un
proceso de promedio movil, D(z), estan fuera del circulo unitario, la serie se
diceinvertible. Esto es, que da origen a una representacion autorregresiva.

IMPORTANTE: En un proceso ARMA, la estacionariedad depende solo de
la parte autorregresiva. Ello, porque todos los procesos de promedio movil
con coeficientes finitos son estacionarios.
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1.4 Autocovarianza, Autocorrelacion Simpley Parcial

Recordemos la definicién de autocovarianza de un proceso estocastico

{Yi:
I K — COV(Yt, Yt_ k)
La funcién de autocorrelacion simple (ACF) se define como:

R 1E T, £1 (13)
k

| 0
dondel o=Var(Yy,).

Para un proceso estacionario, ACF sOlo depende de k y de los
pardmetros del proceso estocastico.

La funcion de autocorrelacion parcial entre Y; e Yk (PACF) es la

correlacion simple entre Y, e Y.k, Una vez que se toma en cuenta la influencia
delosk- 1 primeros rezagos:

r =Corr(Ye - E (Y Yo, Yoz oo Yekat): Yek) (14)

donde E"(YyYe1, Yo g Yeokar) =MD 1 +D,Y 5+ by 1Yo g €S
el mgjor predictor lineal deY;enbaseaYi1 Y2, ooy Yk 1.

En términos précticos, r|, es simplemente e coeficiente b, en d
model o:

Yt =m+ blYt-l +b2Yt_ 2 +... +bk-_’]_Yt- k+1 +kat- k +et

V eamos algunos g emplos
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Gréficol

ACF y PACF para Procesos Varios

14

ACF para un Proceso MA(1)

PACF para un Proceso MA(1)
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PACF para un Proceso ARMA
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Autocorrelacién Parcial

Una caracteristica de un proceso estacionario es que su funcion de
autocorrelacion simple eventualmente converge a cero. Por gemplo, para un
proceso AR(1), r=¢, la cua es una serie geométrica que declina
monotonicamente al aumentar k (alternando signos si g<0).

Para un proceso AR(p) existen "p" coeficientes de autocorrelacion
parciales distintos de cero. En el caso de un MA(1), por g emplo, sabemos, por
la ecuacion (4), que:

m &
Y, = - 'Y, . +e
t 1- g Slq t-i T &

Por lo tanto, su PACF converge a cero exponencialmente, alternando signos s
g<o0.

En € caso de los procesos ARMA(p,g), las funciones de
autocorrelacion simple y parcial son una mezcla de aguéllas de los procesos

AR(p) y MA(Q).

Debido a que las ACF y PACF dependen de los pardmetros del proceso
en cuestion, los cuales son generalmente desconocidos, trabgjamos con sus
andogos muestrales.
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La ACF muestral o correlograma viene dada por:

1 d v v
—~ali-YV)Yek-Y)
3 _T-(k+)) il - (15)
- 121( -Y)

Como vimos anteriormente, |os estadigrafos de Box-Pierce (Q) y Ljung-
Box (Q) nos permiten discernir la significancia conjunta de los coeficientes
de autocorrelacion de los primeros p rezagos:

Q= Tar 3%5® c?(p) Q*:T(T+2)§ %ﬂ@c (p) (16)

k=1 k=1

En € caso de la funcién de autocorrelacion parcial muestral de Yy,
r k corresponde a coeficiente k-avo en unaregresion de Y, en una constante y

k rezagosde Yy, Y, =i+ 0,Y g +0,Y o+t Dy g Yo pag D Ve +8,
=b, (17)
I PROCESOSINTEGRADOSY DIFERENCIACION
2.1 Paseo aleatorio (random walk) con un parametro de tendencia (drift)
Consideremos el proceso:
Yi=m+ Yyt g (18)
Podemos reescribirlo como:
Yi=m+ (Mt Yeotea)te=2m+ Yot +e
Si hacemos este gjercicio repetidamente, tenemos:

T-1
Y, =nT+Y. 1 +Aae. T=12, .. (19)
i=0
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Entonces,

E(Yt‘Yt-T) =Ml + Y 1
Var(Y|Y.1)=s2T
con E(e)=0, Var(e,)=s2 "t

+» Claramente la distribucion de Y, condicional en Y. 1, es NO estacionaria:
tanto su media como su varianza dependen de T.

Si reemplazamos repetidamente la expresion correspondiente a Y.t en
la ecuacion (19), llegamos a:

¥
Y. =4 (mte.;) (20)
i=0
la cua es una suma infinita Tanto la esperanza como la varianza
incondicional de Y divergiran:
& & 2
E(Y,)=am Var(Y)=ase
i=0 i=0
Sin embargo, la primera diferencia de Y es (débilmente) estacionaria:

ZtO Yt'Yt_]_:m'l‘Q (21)

donde E(Z)=m Var(Z)=s2, Cov(Z, Z.)=Cov(Zwus Z)=0, "1, NO
dependen det.

En este caso se dice que Y, es integrado de orden 1, (1), porque a
tomar la primera diferenciade Y, se tiene un proceso estacionario.
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En general, se dice que una serie es integrada de orden d, I(d), s se
vuelve (débilmente) estacionaria después de diferenciarla d veces.

Z=(1-L)°Y=D"Y,

donde L es el operador de rezagos.

Por giemplo, Y; es 1(2) s (1- L)2Y=(1- 2L+LA)Y; = Y 2Yr1+Ye 2 €5
estacionaria.

Una generaizacion de los modelos ARMA son los modelos ARIMA
(proceso autorregresivo integrado con promedio movil). Un modelo ARIMA
establece que la estructura ARMA no se aplica a Y, sino a la variable
diferenciada D" Y. En particular, un modelo ARIMA(p, d, ) viene dado por:

DY, =m+ g DY g+ + g, DY, H e e+ Ol gl (22)




