ריכוז ערכים-עצמיים של מטריצות מקריות
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ההרצאה מבוססת על המאמר: 

“On the concentraion of eigenvalues of random symmetric matrices”, Noga Alon, Michael Krivelevich, Van H. Vu (2001)
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הגדרה: מטריצת שכנויות 
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דוגמא:

נשים לב: האיברים במטריצת שכנויות של גרף מקרי הם משתנים מקריים.
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דוגמא: מטריצת שכנויות  של גרף מקרי G(n,p), עבור :n=4 

תזכורת: גרף מקרי G(n,p)= מרחב הסתברות שכולל את אוסף כל הגרפים עם
               nקודקודים (מסומנים). הסיכוי להגריל גרף מסויים אם  k קשתות הינו
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. במילים אחרות, הסיכוי לקיום של כל קשת הוא p (וזאת באופן ב"ת לשאר הקשתות).

 טענה (בסיסית): מטריצת שכנויות היא מטריצה סימטרית חסומה
 הגדרה: מטריצה מקרית סימטרית חסומה (כללית, לאו דווקא מטריצת שכנויות)

                       מטריצה An המקיימת:
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          מקריות:                             ,      Aij – משתנה מקרי בלתי-תלוי וחסום 
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          סימטריות: את האיברים מתחת לאלכסון נגדיר כך: Aji=Aij
         חסימות:  
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סימון: יהי   
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הע"ע של מטריצת השכנויות של גרף (נקראים גם הספטרום של הגרף) חשובים מאוד להבנת תכונות הגרף. 

הגדרה: חציון (median) של מ"מ ממשי X הוא מספר ממשי m המקיים: 
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טענה 1 (דוגמא לחשיבות הספקטרום של מטריצת שכנויות)

יהי G גרף דטרמיניסטי. תהי A מטריצת השכנויות שלו. 

אזי:                                  -  1| גודל הקליקה המירבית ב-  G |
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הוכחה: יהי k גודל הקליקה המירבית ב- G. נחליף את שורות וטורי A כך שk  קודקודי הקליקה ייוצגו ע"י k השורות הראשונות ב-A (כזכור, הע"ע אינם משתנים בהחלפת שורות/טורים). לדוגמא, עבור
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לֶמה 1: יהי u וקטור מנורמל (נורמה=1), אזי 
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מ.ש.ל לֶמה 1.

הוכחת טענה 1 על-סמך למה 1:

יהי 
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(הערה: למעשה הוכחנו כי הע"ע המירבי של מטריצה גדול יותר מהע"ע המירבי של כל תת מטריצה שלה).           מ.ש.ל – טענה 1. 

משפט 1: משפט ריכוז הערכים-העצמיים

תהי An מטריצה מקרית סימטרית חסומה. יהי   
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הוכחת משפט הריכוז על-סמך א"ש טלגרנד

יהי 
[image: image32.wmf]÷

÷

ø

ö

ç

ç

è

æ

+

=

2

1

n

m

. המטריצה A מכילה m איברים בלתי-תלויים (האיברים באלכסון הראשי ומעליו):


[image: image33.wmf]ב

ת

ב

ת

ב

ת

ב

ת

ב

ת

ב

ת

ב

ת

ב

ת

ב

ת

ב

ת

A

n

"

*

*

*

"

"

*

*

"

"

"

*

"

"

"

"

=

 

(למה m איברים? ע"פ הנוסחא לסדרה חשבונית: 
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III)  בדומה למה שהוכחנו ב- (2) מתקיים: 
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IV) מכאן נובע כי:
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המשך הוכחת למה 3:
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מ.ש.ל – למה 3.

הוכחת משפט 1 (התרכזות הע"ע) על-סמך לֶמות 2-3  וא"ש טלגרנד:

יהי 
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וע"פ א"ש טלגרנד:
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יהי M החציון, אזי מהגדרת החציון 
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יהי M+t החציון, אזי מהגדרת החציון 
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ולכן:
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מ.ש.ל – משפט 1 – משפט התרכזות הע"ע של מטריצה מקרית (סימטרית וחסומה).

מסקנות ממשפט ריכוז הע"ע

מסקנה 1: התוחלת והחציון של ע"ע קרובים מאוד
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יהי 
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החציון של הע"ע 
[image: image78.wmf])

(

A

s

l

. ע"פ משפט ההתרכזות:


[image: image79.wmf]s

dt

e

dt

t

m

m

A

E

m

A

E

m

E

A

E

m

A

E

s

t

s

s

s

s

s

s

s

s

s

s

Õ

=

£

³

-

=

-

£

-

=

-

=

-

ò

ò

¥

¥

-

2

8

4

]

Pr[

]

)

(

[

]

)

(

[

]

[

)]

(

[

)]

(

[

0

0

32

2

2

l

l

l

l

l

 (24)

ולכן הממוצע רחוק מהחציון רק ב- O(s). לפיכך, לכל 
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מסקנה 2: החסם עבור s=1 הינו הדוק (עד כדי קבוע במעריך)

הוכחה: תהי A מטריצת השכנויות של G(n,0.5).  Furedi & Komlos הוכיחו כי התוחלת של 
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מספר האחדות הממוצע בשורה בA=הדרגה הממוצעת של קודקוד בA. תהי הדרגה הממוצעת X.
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הערה: כנראה שהחסם אינו הדוק עבור s>1.

מסקנה 3:

אם A מטריצת שכנויות אזי ניתן לחסום 
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